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Este trabalho trata o problema de controle de posic¸a˜o de roboˆs manipuladores
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approach allows that the friction in the mechanical system be compensated. The
control strategy takes into account that the relation between torque and rotor’s
angular velocities is passive. The passivity properties also guarantees robustness
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The control strategy was tested in a robot prototype, specially built for this
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Este trabajo aborda el proyecto de controladores aplicados en robots mani-
puladores con transmisiones ﬂexibles. En la tesis se describe una metodolog´ıa
basada en la te´cnica de control en cascada y en la teor´ıa de la pasividad. La
te´cnica de control en cascada permite la divisio´n del modelo del robot en dos
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las transmisiones. Esta diviso´n en cascada permite introducir la compensacio´n
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”If it doesn’t bend, it will break”
Paul Readman (Readman, 1994)
1.1 Motivac¸a˜o
Os roboˆs industriais sa˜o manipuladores formados por cadeias de corpos (elos). Nas suas
extremidades sa˜o ﬁxadas ferramentas, ou outros dispositivos, atrave´s dos quais sa˜o realizadas
as tarefas. Os elos que formam a cadeia sa˜o interligados atrave´s de juntas que, de acordo com
o movimento relativo, podem ser de translac¸a˜o ou de rotac¸a˜o. O movimento da ferramenta e´
o resultado do movimento das juntas, realizado pelos atuadores e monitorado pelos sensores
de posic¸a˜o e velocidade. Os atuadores podem ser ele´tricos, hidra´ulicos ou pneuma´ticos, sendo
os ele´tricos os mais utilizados. Quando os atuadores sa˜o ele´tricos, ale´m do motor, costuma ser
necessa´ria uma transmissa˜o, atrave´s da qual a velocidade do motor e´ adequada a`s necessidades
do manipulador. Como o movimento da ferramenta e´ monitorado nas juntas, e´ comum que
os elos sejam constru´ıdos de forma a serem bastante r´ıgidos. O mesmo e´ deseja´vel para
os atuadores, e em particular, que as transmisso˜es sejam r´ıgidas. Procura-se, desta forma,
minimizar construtivamente os erros decorrentes da ﬂexibilidade dos elos e das transmisso˜es.
Pore´m, a ﬂexibilidade intr´ınseca de algumas transmisso˜es que utilizam harmonic drives1,
correias e sensores de torque, por exemplo, limita esse procedimento e os roboˆs apresentam
ﬂexibilidade nas transmisso˜es. Essa ﬂexibilidade pode provocar erros de posicionamento,
aumento no tempo de acomodac¸a˜o do roboˆ, ressonaˆncia torsional e instabilidade.
De fato, os deslocamentos ela´sticos no mecanismo e nas transmisso˜es introduzem erros na
1Devido a` inexisteˆncia de um termo consagrado para a traduc¸a˜o em portugueˆs de harmonic drives vamos
utilizar a nomenclatura original em ingleˆs.
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posic¸a˜o do efetuador, principalmente quando a tarefa a ser desenvolvida pelo manipulador
exige movimentos a altas velocidades.
Por outra parte, quanto mais ﬂex´ıvel e´ o roboˆ, maior e´ o seu tempo de acomodac¸a˜o (Spong
e Vidyasagar, 1989).
Ainda, em sistemas mecaˆnicos com movimentos de rotac¸a˜o, quando duas ine´rcias sa˜o aco-
pladas atrave´s de uma transmissa˜o ﬂex´ıvel, esta pode armazenar uma grande quantidade de
energia, o que pode provocar vibrac¸o˜es considera´veis, conhecidas como ressonaˆncia torsional
(Guenther e Hsu, 1993).
Quando a ﬂexibilidade das transmisso˜es e´ desconsiderada, ela passa a constituir uma
dinaˆmica na˜o modelada, normalmente pouco amortecida, que, uma vez excitada pelo movi-
mento do roboˆ, pode provocar instabilidade (Readman, 1994).
1.1.1 Problema de controle
Cabe destacar que o roboˆ pode ser de alto desempenho em relac¸a˜o a algum tipo de crite´rio.
Na indu´stria, por exemplo, em func¸a˜o do tipo de tarefa que o roboˆ realiza, pode ser necessa´rio
um alto desempenho em relac¸a˜o a` velocidade de operac¸a˜o, precisa˜o, carga que manipula, entre
outros fatores. Em particular, quando o roboˆ possui algum tipo de ﬂexibilidade, esses crite´rios
de desempenho podera˜o na˜o ser satisfeitos se a ﬂexibilidade na˜o e´ considerada no projeto do
controlador.
A ﬂexibilidade pode ser deseja´vel, ou na˜o, pois depende da aplicac¸a˜o em particular. E´
poss´ıvel observar que muitos dos roboˆs industriais sa˜o projetados com a menor ﬂexibilidade
poss´ıvel para satisfazer os diversos crite´rios de desempenho usando controladores simples.
Pore´m, existem aplicac¸o˜es nas quais na˜o e´ poss´ıvel desconsiderar a ﬂexibilidade. Por exemplo,
nas aplicac¸o˜es industriais as limitac¸o˜es de peso levam ao projeto de estruturas mais leves
que apresentam ﬂexibilidades. Essa ﬂexibilidade pode ser observada nos brac¸os do roboˆ, e
tambe´m nas transmisso˜es, devido a` presenc¸a de harmonic drives, sensores de torque, entre
outros acoplamentos ela´sticos (Eppinger e Seering, 1987).
A tabela 1.1 ilustra a freqeˆncia natural de oscilac¸a˜o medida na primeira junta de diversos
manipuladores industriais. Essa relac¸a˜o pode ser encontrada em Readman (1995).
Tambe´m, nas aplicac¸o˜es que envolvem contato do roboˆ com o meio, e´ necessa´rio algum
tipo de ﬂexibilidade por motivos de seguranc¸a. Em (Rocco et al., 1996) e´ apresentada uma
lei de controle Proporcional-Integral-Derivativa (PID) considerando uma transmissa˜o ﬂex´ıvel
com resultados experimentais. Nesse trabalho mostram-se as diﬁculdades que surgem quando
a rigidez do contato e´ elevada. Em (Youcef-Toumi e Gutz, 1994) destaca-se a importaˆncia
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Tabela 1.1: Frequ¨eˆncia natural de oscilac¸a˜o medida na primeira junta.
Manipulador Frequ¨eˆncia natural (Hz)
ITRI-U 13 Hz
Motoman L10 12 Hz
IR KUKA 8 Hz
GE P-50 8 Hz
ARMII 6 Hz
da dinaˆmica da transmissa˜o ﬂex´ıvel no momento do impacto de duas superf´ıcies e trata-
se o problema de controle. Em (Krzysztof e ElMaraghy, 1992) e´ proposta uma metodologia
baseada na dinaˆmica inversa para o controle da forc¸a de contato do roboˆ com o meio r´ıgido na
presenc¸a de transmisso˜es ﬂex´ıveis. Pore´m, a ﬂexibilidade pode levar o sistema a` instabilidade.
Isto e´ devido a` presenc¸a de modos na˜o colocados (o sensor e o atuador encontram-se em
massas diferentes) (Eppinger e Seering, 1992) , o qual deve ser considerado no projeto da lei
de controle (Mills, 1992; Krzysztof e ElMaraghy, 1993).
Nas aplicac¸o˜es espaciais, e´ comum encontrar roboˆs com ﬂexibilidades nos elos, mas
tambe´m podemos encontrar roboˆs que apresentam transmisso˜es ﬂex´ıveis (Albu-Scha¨ﬀer e
Hirzinger, 2000). Nesse tipo de aplicac¸o˜es, os roboˆs sa˜o projetados visando maximizar a
relac¸a˜o torque-massa e, para isto, em muitos casos, sa˜o usados harmonic drives. Estes
dispositivos, ale´m de compactos, introduzem ﬂexibilidade e atrito. A Figura 1.1 mostra
uma foto do roboˆ desenvolvido no DLR na Alemanha, o qual forma parte do projeto Ro-
tex (www.robotic.dlr.de/TELEROBOTICS/rotex.html, acessado em 01/12/2002). O roboˆ
apresenta ﬂexibilidade nas juntas e e´ projetado para ser usado em aplicac¸o˜es espaciais. Atu-
almente o instituto desenvolve outro roboˆ, o qual forma parte do projeto Lightweight Robot
Project. Segundo os projetistas, a ﬂexibilidade nas transmisso˜es esta´ gerando diﬁculdades
extras no projeto do controlador (Albu-Scha¨ﬀer e Hirzinger, 2001).
Diversos resultados experimentais mostram que as ﬂexibilidades nas transmisso˜es devem
ser consideradas na modelagem de roboˆs manipuladores (Good et al., 1985). Estes efeitos
reﬂetem-se tambe´m no projeto dos controladores de roboˆs limitando os ganhos de realimen-
tac¸a˜o e, consequ¨entemente, o desempenho. Em Spong e Vidyasagar (1989) mostra-se os erros
de regime e o aumento do tempo de acomodac¸a˜o que ocorrem quando um roboˆ que possui
ﬂexibilidade nas transmisso˜es e´ controlado por um algoritmo proporcional-derivativo (PD)
medindo-se as posic¸o˜es e velocidades nos rotores. Mostra-se tambe´m que se as posic¸o˜es e
velocidades para este caso apenas forem medidas nos elos o desempenho do roboˆ pode ser
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Figura 1.1: Rotex: roboˆ projetado para aplicac¸o˜es espaciais.
insta´vel, mesmo para pequenos ganhos.
E´ importante salientar que um roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis tem o dobro do nu´mero
de graus de liberdade para o mesmo nu´mero de atuadores que seu equivalente r´ıgido. Trata-
se, ainda, de um sistema parcialmente acionado. Por isso os me´todos usuais de controle de
seguimento de trajeto´ria, tais como o controle baseado na dinaˆmica inversa, e o controle
baseado em Lyapunov (Canudas De Wit et al., 1996) na˜o podem ser aplicados diretamente.
A deteriorac¸a˜o do desempenho dos roboˆs e as diﬁculdades teo´ricas introduzidas pela ﬂe-
xibilidade das transmisso˜es motivaram um grande nu´mero de trabalhos de pesquisa e o de-
senvolvimento de controladores para roboˆs com transmisso˜es ﬂex´ıveis.
1.2 Revisa˜o bibliogra´ﬁca
Baseado no trabalho de Arimoto e Miyasaki (1984), em Spong e Vidyasagar (1989) foi
proposto o uso de um controlador Proporcional-Derivativo (PD) descentralizado para roboˆs
com ﬂexibilidades nas juntas medindo-se apenas as coordenadas dos rotores (posic¸o˜es e veloci-
dades). Este resultado foi estendido ao caso em que a gravidade e´ considerada (Tomei, 1991),
medindo-se ainda a posic¸a˜o dos elos. Um controlador PD com compensac¸a˜o da gravidade
baseado na passividade tambe´m pode ser aplicado em roboˆs desenvolvidos para aplicac¸o˜es
espaciais (Albu-Scha¨ﬀer e Hirzinger, 2001).
Nestas metodologias, o controle do movimento dos brac¸os do roboˆ e´ realizado de forma
indireta, atrave´s do acoplamento ela´stico que existe entre rotores e elos, sendo que os torques
de controle sa˜o aplicados atrave´s do rotor. Assim, estas estrate´gias esta˜o restritas a tra-
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jeto´rias suaves (Guenther, 1993), e ganhos de controle suﬁcientemente pequenos para evitar a
resonaˆncia torsional (Spong, 1987). Ale´m disso, ao contra´rio do que ocorre em roboˆs r´ıgidos,
a compensac¸a˜o exata do torque gravitacional na˜o e´ poss´ıvel quando existem incertezas nos
paraˆmetros do roboˆ.
Esses fatos motivaram o surgimento de novas metodologias. No in´ıcio as pesquisas
desenvolveram-se em duas linhas, uma empregando o enfoque da linearizac¸a˜o por realimen-
tac¸a˜o, numa tentativa de generalizar a te´cnica da dinaˆmica inversa, e outra utilizando o
conceito de controle composto, desenvolvido a partir do me´todo das perturbac¸o˜es singulares
(Marino e Nicosia, 1985), mediante o qual busca-se reduzir o nu´mero de graus de liberdade do
roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis ao nu´mero de graus de liberdade do roboˆ r´ıgido equivalente.
A linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o foi desenvolvida a partir do trabalho de De Luca (De Lu-
ca et al., 1985). Uma refereˆncia ba´sica e´ Spong e Vidyasagar (1989). Uma diﬁculdade pra´tica
para a implementac¸a˜o desta te´cnica e´ a necessidade de se medir as derivadas ate´ terceira
ordem da posic¸a˜o do elo em relac¸a˜o ao tempo, no caso do modelo apresentar incertezas pa-
rame´tricas (Nicosia e Tomei, 1988). Tambe´m foi realizada uma ana´lise da estabilidade de
algoritmos que combinam a propriedade da passividade e a linearizac¸a˜o por realimentac¸a˜o
em roboˆs com juntas ﬂex´ıveis (Lanari et al., 1993). Os trabalhos desenvolvidos nesta linha,
baseados na realimentac¸a˜o de estados, podem ser uniﬁcados (Battilotti et al., 1996).
No controle composto, a reduc¸a˜o do nu´mero de graus de liberdade e´ conseguida a partir da
hipo´tese que a dinaˆmica adicional, ocasionada pela ﬂexibilidade das transmisso˜es, e´ suﬁciente-
mente ra´pida para poder ser amortecida sem instabilizar a dinaˆmica principal, correspondente
ao roboˆ r´ıgido (Ghorbel e Spong, 1990). Assim, uma vez controlada a dinaˆmica adicional, o
roboˆ passa a ter seu comportamento como se fosse r´ıgido (Spong e Vidyasagar, 1989). Com
isso, os algoritmos de controle desenvolvidos para os roboˆs r´ıgidos podem ser aproveitados
tambe´m no caso das transmisso˜es serem ﬂex´ıveis (Slotine e Li, 1991). A validade do enfoque e´
limitada aos casos em que a rigidez e´ suﬁcientemente grande (Readman, 1994). Na literatura
tambe´m podem ser encontrados controladores que combinam o controle a estrutura varia´vel
(VSC) e a te´cnica da perturbac¸a˜o singular (Gorez e Hsu, 1996). A combinac¸a˜o do controle
adaptativo com a te´cnica da perturbac¸a˜o singular tambe´m pode ser encontrada na literatu-
ra (Ghorbel e Spong, 1990). Recentemente, foi desenvolvido um controlador baseado nesta
metodologia que garante robustez no seguimento de trajeto´rias (Ghorbel e Spong, 2000). O
desempenho do controlador foi testado atrave´s de simulac¸o˜es.
Com o objetivo de desenvolver controladores va´lidos para qualquer valor de rigidez das
transmisso˜es e em que a derivada de terceira ordem da posic¸a˜o do elo em relac¸a˜o ao tempo na˜o
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e´ mais necessa´ria, surgiram, na de´cada de 90, diversas metodologias baseadas na estabilidade
da conexa˜o em cascata de sistemas esta´veis (Seibert e Suarez, 1987). Na literatura encontra-
mos trabalhos baseados na dinaˆmica inversa (Benallegue, 1991; Ramirez e De Pieri, 1998) e na
passividade (Brogliato et al., 1995). O conceito da passividade tambe´m pode ser combinado
com o controle adaptativo e com o controle a estrutura varia´vel para garantir o seguimento
de trajeto´rias em roboˆs com juntas ﬂex´ıveis (Guenther, 1993). Nesse trabalho a validade do
algoritmo de controle foi testada atrave´s de simulac¸o˜es. Outra variac¸a˜o neste tipo de enfoque
e´ a combinac¸a˜o de algoritmos baseados no controle adaptativo, na ana´lise de Lyapunov e no
controle a estrutura varia´vel para garantir o seguimento de trajeto´rias (Yang, 1999). Nesse
trabalho sa˜o mostrados resultados de simulac¸a˜o. Outros trabalhos recentes esta˜o baseados
na passividade e combinam crite´rios de energia da malha fechada (Ortega et al., 1995) e o
controle adaptativo (Fantoni e Lozano, 2000).
Com os mesmos objetivos, de desenvolver controladores va´lidos para qualquer valor de
rigidez das transmisso˜es, outros autores desenvolveram controladores baseado na te´cnica do
backstepping (Nicosia e Tomei, 1992). Essa te´cnica propo˜e uma metodologia sistema´tica
que explora a presenc¸a de integradores no modelo do roboˆ para a s´ıntese da lei de controle
(Kokotovic, 1991). Outro fato interessante e´ que o controle em cascata tambe´m pode ser
combinado com a te´cnica do backstepping (Jong e Lee, 1997; Ramirez et al., 1999). Uma
diﬁculdade dos controladores desenvolvidos baseados na te´cnica do backstepping e´ a super-
parametrizac¸a˜o (Wang e Khorrami, 2000), que diﬁculta a implementac¸a˜o experimental da
te´cnica no caso do modelo apresentar incertezas parame´tricas. Neste sentido sa˜o desenvolvi-
das te´cnicas para evitar essa superparametrizac¸a˜o (Wang e Khorrami, 2000). Assim como os
demais, Wang e Khorrami (2000) apenas apresentam resultados de simulac¸o˜es. Cabe ressaltar
ainda que, em alguns casos os controladores derivados atrave´s da metodologia do backstepping
conte´m como caso particular os controladores baseados na passividade.
Uma interessante comparac¸a˜o das te´cnicas baseadas no controle em cascata, na passivi-
dade e no backstepping pode ser encontrada em Brogliato et al. (1995).
Dos trabalhos examinados veriﬁca-se que muitos dos diversos me´todos propostos para
o desenvolvimento de controladores para roboˆs com transmisso˜es ﬂex´ıveis ainda na˜o foram
validados experimentalmente. Este trabalho pretende preencher essa lacuna apresentando
a implementac¸a˜o experimental de uma estrate´gia baseada na conexa˜o em cascata de dois
subsistemas: um relacionado aos elos r´ıgidos e outro relacionado a`s transmisso˜es ﬂex´ıveis.
A estrate´gia apresentada resulta em uma malha fechada globalmente esta´vel, e possibilita
aproveitar muitos dos resultados ja´ obtidos para os roboˆs r´ıgidos, ale´m de na˜o ser limitada
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no que diz respeito a` rigidez das transmisso˜es.
1.2.1 Atrito
A na˜o linearidade devida ao atrito que existe no interior das articulac¸o˜es e´ sem du´vida um
dos maiores entraves ao controle de roboˆs manipuladores, principalmente quando se deseja
atenuar vibrac¸o˜es em estruturas ﬂex´ıveis (Gomes, 1995). Apesar do crescente nu´mero de
publicac¸o˜es sobre o assunto, na˜o existe ainda um consenso acerca do modelo do torque de
atrito que melhor se aproxime da realidade.
Nos roboˆs acionados eletricamente, o atrito se manifesta nos rotores, na transmissa˜o, nos
sensores de posic¸a˜o ou torque usados e nos eixos dos elos (Ramirez, Vargas e De Pieri, 2000).
Ainda, nas aplicac¸o˜es que envolvem o controle de forc¸a existe uma componente de atrito no
ponto de contato entre o efetuador ﬁnal, ou ferramenta, e a superf´ıcie de trabalho.
O atrito, quando na˜o e´ adequadamente compensado, pode produzir erros de seguimento
e de posicionamento da ferramenta, ou efetuador ﬁnal. Os efeitos do atrito, geralmente,
alteram-se com o tempo e podem depender do estado de lubriﬁcac¸a˜o, da temperatura, da
direc¸a˜o do movimento, dos materiais usados, dentre outros fatores (Dupont e Dunlap, 1995).
Uma das principais manifestac¸o˜es do atrito e´ dada atrave´s do movimento intermiten-
te a baixas velocidades, conhecido na literatura como adere-desliza stick-slip (Dankowicz e
Nordmark, 2000b).
O atrito se manifesta atrave´s de diversos comportamentos na˜o-lineares, observados ex-
perimentalmente, tais como o efeito de Stribeck, histerese, forc¸a de quebra varia´vel e carac-
ter´ısticas ela´sticas no movimento de pre´-deslizamento. Outros efeitos do atrito sera˜o aborda-
dos no Cap´ıtulo 2.
Diversos esquemas de controle para a compensac¸a˜o do atrito foram propostos e testados
com sucesso, como por exemplo o controle impulsivo (Armstrong-He´louvry, 1993) e o controle
Proporcional-Derivativo (Dupont, 1994). Recentemente, observa-se que o conhecimento do
modelo do atrito e´ essencial para o projeto de controladores (Sprenger et al., 1997).
Neste sentido, em Canudas et al. (1995) foi descrito um novo modelo de atrito que esta´
sendo aplicado com sucesso em servomecanismos ele´tricos (Canudas e Lischinsky, 1997) e
em outras aplicac¸o˜es (Guenther et al., 2000; Guenther e Perondi, 2002). Nesses trabalhos,
mostra-se que o modelo proposto pelos autores, conhecido por LuGre, e´ adequado para ser
utilizado em esquemas de compensac¸a˜o do atrito baseados em modelos.
O primeiro contato deste trabalho com o problema do atrito foi dado atrave´s de um estudo
experimental realizado nas duas primeiras juntas de um roboˆ SCARA industrial produzido
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pelo ETH da Su´ıc¸a para ﬁns de pesquisa. Nesse estudo, foi mostrado experimentalmente que
o desempenho do roboˆ em relac¸a˜o aos erros de seguimento de trajeto´ria melhorou conside-
ravelmente quando foi compensado o torque de atrito presente nas juntas do roboˆ (Ramirez,
De Pieri e Guenther, 2000a; Ramirez, De Pieri e Guenther, 2002).
No caso particular de roboˆs com juntas ﬂex´ıveis, observa-se que a maioria das estrate´gias
propostas na literatura na˜o consideram a presenc¸a do atrito no roboˆ. Em alguns trabalhos
o torque devido ao atrito aparece como perturbac¸a˜o (Myuzkorowski, 1991) ou enta˜o na sua
forma cla´ssica dada pelo modelo de Coulomb (Lanari et al., 1993; Wang e Khorrami, 2000).
Em outros casos, apenas a parcela viscosa do atrito foi considerada (Tomei, 1991). Ha´ alguns
anos, foi usado um modelo dinaˆmico para a compensac¸a˜o do atrito presente na estrutura
mecaˆnica de um roboˆ com ﬂexibilidade nas juntas (Lozano et al., 1997). Nesse trabalho, o
seguimento de refereˆncias e´ conseguido atrave´s de uma estrate´gia de controle Proporcional-
Derivativa. Os autores apresentam tambe´m a prova de estabilidade do algoritmo baseada na
passividade.
A importaˆncia do atrito nos roboˆs industriais, e a lacuna existente em relac¸a˜o ao uso de
um modelo de atrito que capture de uma forma mais completa sua dinaˆmica nas equac¸o˜es do
modelo de roboˆs com juntas ﬂex´ıveis, motivaram o estudo e a inclusa˜o da compensac¸a˜o do
atrito na estrate´gia de controle apresentada neste trabalho.
Nesta tese, sera˜o abordados aspectos de controle derivados da aplicac¸a˜o do modelo
dinaˆmico de atrito LuGre (Canudas et al., 1995). Tambe´m e´ realizada a prova da estabi-
lidade do algoritmo em cascata adicionando o termo para a compensac¸a˜o dinaˆmica do atrito
presente na estrutura do roboˆ baseado no modelo LuGre. Cabe destacar, que na˜o existe na
literatura outro trabalho que realize a abordagem do problema de controle em cascata de
roboˆs com transmisso˜es ﬂex´ıveis considerando o modelo LuGre para o atrito.
1.3 Objetivos e Contribuic¸o˜es
Roboˆs manipuladores, de maneira geral, operam em velocidades nas quais o problema
de ﬂexibilidades nas juntas na˜o reduz signiﬁcativamente o desempenho das leis de controle
utilizadas.
Entretanto, com a introduc¸a˜o de elementos de transmissa˜o e com o aumento das veloci-
dades de manipulac¸a˜o o problema das ﬂexibilidades passa a ter uma inﬂueˆncia signiﬁcativa
no desempenho do sistema e, por isso, devem ser levadas em conta no projeto das leis de
controle.
Os objetivos e contribuic¸o˜es desta tese referem-se ao controle de posic¸a˜o de roboˆs ma-
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nipuladores com transmisso˜es ﬂex´ıveis: projeto de diferentes leis de controle, utilizac¸a˜o de
propriedades intr´ınsecas do sistema, provas de estabilidade, compensac¸a˜o de atrito, cons-
truc¸a˜o de um proto´tipo, identiﬁcac¸a˜o dos paraˆmetros do roboˆ e testes experimentais.
Cabe ressaltar que, segundo conhecimento deste autor, na˜o existem antecedentes sobre
trabalhos teo´ricos-experimentais que demonstrem a possibilidade da compensac¸a˜o de atrito,
usando um modelo dinaˆmico, em roboˆs manipuladores com transmisso˜es ﬂex´ıveis.
1.4 Estrutura da Tese
A tese e´ dividida em seis cap´ıtulos. No cap´ıtulo 2 e´ descrito o modelo dinaˆmico do roboˆ
com transmisso˜es ﬂex´ıveis. Considerando a dinaˆmica da transmissa˜o ﬂex´ıvel, sa˜o analisa-
das brevemente as limitac¸o˜es das te´cnicas de controle cla´ssicas. No cap´ıtulo 3 e´ descrita
uma metodologia de controle baseada na decomposic¸a˜o em cascata do modelo do roboˆ com
transmissa˜o ﬂex´ıvel. Esta metodologia e´ baseada na propriedade da passividade (Slotine e
Li, 1991). E´ realizada a prova de estabilidade do algoritmo. Ainda e´ analisado o problema da
existeˆncia do atrito. A metodologia de controle em cascata e´ enta˜o modiﬁcada para realizar
a compensac¸a˜o dinaˆmica do atrito e e´ realizada a prova de estabilidade do algoritmo. No
cap´ıtulo 4 e´ descrita a metodologia seguida na determinac¸a˜o dos paraˆmetros do manipula-
dor, o qual foi projetado para realizar a veriﬁcac¸a˜o experimental das te´cnicas de controle
apresentadas. No cap´ıtulo 5 e´ descrita a instalac¸a˜o onde sa˜o realizados os experimentos e sa˜o
mostrados os principais resultados obtidos na aplicac¸a˜o do algoritmo de controle em cascata e
da compensac¸a˜o do atrito. No cap´ıtulo 6 sa˜o realizadas as concluso˜es da tese e sa˜o destacadas




O que seria um bom modelo de um roboˆ? Para consegui-lo, temos que partir de um
bom modelo dinaˆmico de cada componente do sistema de forma que atrave´s de simulac¸o˜es o
mesmo manifeste um comportamento pro´ximo do resultado experimental. Neste Cap´ıtulo sa˜o
descritas as equac¸o˜es do movimento para um roboˆ em que os elos sa˜o r´ıgidos e as transmisso˜es
tambe´m, e para um outro caso em que a ﬂexibilidade das transmisso˜es e´ levada em conta. A
partir dos modelos analisam-se os efeitos da ﬂexibilidade da transmissa˜o em um manipulador
com apenas um elo. E´ analisado ainda o problema do atrito e o modelo que sera´ usado na
tese.
2.1 Modelo do roboˆ r´ıgido
O desenvolvimento das equac¸o˜es do movimento de um roboˆ manipulador r´ıgido, ver
Equac¸a˜o (2.1), esta´ descrito detalhadamente em diversos trabalhos, como por exemplo em
(Asada e Slotine, 1986). Nessa equac¸a˜o o manipulador e´ considerado como uma cadeia sim-
ples de n elos r´ıgidos ligados por juntas de rotac¸a˜o ou translac¸a˜o, tambe´m r´ıgidas, nas quais
sa˜o aplicados os torques/forc¸as de controle:
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) = u (2.1)
onde q1 e´ o vetor de posic¸o˜es generalizadas de dimensa˜o n × 1, q˙1 e´ o vetor de velocidades
generalizadas, de dimensa˜o n×1, M(q1) e´ a matriz de ine´rcia do conjunto de elos, C(q1, q˙1)q˙1
e´ o vetor dos torques centr´ıfugos e de Coriolis, G(q1) e´ o vetor dos torques gravitacionais e u
e´ o vetor das forc¸as generalizadas aplicadas nas juntas do roboˆ.
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2.1.1 Propriedades do modelo
Algumas propriedades do modelo (2.1) sa˜o u´teis na elaborac¸a˜o dos esquemas de controle.
Em particular, sa˜o importantes as seguintes propriedades (Canudas De Wit et al., 1996):
• Os efeitos dos deslocamentos ela´sticos sa˜o suﬁcientemente pequenos e podem ser des-
considerados;
• A matriz de ine´rcia do conjunto de elos e´ sime´trica e deﬁnida positiva, e tanto M(q1)
quanto M−1(q1) sa˜o uniformemente limitadas como func¸o˜es de q1 ∈ Rn;
• Existe um torque de controle para cada grau de liberdade, por isso diz-se que o sistema
(2.1) e´ totalmente acionado;
• Dependendo da escolha de C, a matriz M˙ − 2C e´ antissime´trica;
• Linearidade nos paraˆmetros.
As propriedades do modelo do roboˆ r´ıgido sa˜o usadas no projeto e nas provas de estabilidade
dos algoritmos de controle.
2.2 Modelo do roboˆ ﬂex´ıvel
Para a elaborac¸a˜o das equac¸o˜es do roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis adotam-se as seguintes
hipo´teses acerca da estrutura mecaˆnica do manipulador (Spong e Vidyasagar, 1989):
• Os elos sa˜o r´ıgidos;
• A ﬂexibilidade da transmissa˜o pode ser modelada por uma mola torsional, para juntas
de revoluc¸a˜o, e linear para juntas prisma´ticas. A Figura 2.1 ilustra o modelo do roboˆ
com um elo e uma transmissa˜o ﬂex´ıvel. Observa-se a presenc¸a de uma mola torsional,
neste caso.
• O conjunto motor-transmissa˜o e´ montado diretamente sobre o elo, resultando na soma
das ine´rcias dos elos e dos rotores.
Cabe ressaltar que, para descrever a dinaˆmica do roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis, devem
ser consideradas as posic¸o˜es dos elos, q1, e as posic¸o˜es dos rotores, q2. Desta forma, duplica-se
o nu´mero de graus de liberdade do modelo em relac¸a˜o ao modelo do roboˆ r´ıgido equivalente,
mostrado na Equac¸a˜o (2.1).
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Figura 2.1: Modelo de um roboˆ com um elo r´ıgido e uma transmissa˜o ﬂex´ıvel.
A equac¸a˜o que descreve o modelo r´ıgido (2.1) pode ser reescrita para considerar a dinaˆmica
do sistema formado pelo conjunto de elos r´ıgidos e pelas transmisso˜es ﬂex´ıveis, como sendo
(Canudas De Wit et al., 1996):
M¯(q1)q¨ + C¯(q, q˙)q˙ + G¯(q1) + K¯q = τ (2.2)
onde os termos M¯, C¯, G¯, K¯ e τ sa˜o descritos a seguir.
Modelo completo
Seja q1 o vetor nx1 das posic¸o˜es dos elos e q2 o vetor nx1 das posic¸o˜es dos rotores, tal
que qT = [qT1 , q
T
2 ] e´ um conjunto de coordenadas generalizadas; enta˜o, aplicando o me´todo de
Euler-Lagrange e´ poss´ıvel derivar as componentes da equac¸a˜o dinaˆmica do roboˆ com trans-
misso˜es ﬂex´ıveis (Spong e Vidyasagar, 1989).







onde M¯ e´ a matriz de ine´rcia do sistema, que e´ sime´trica, deﬁnida positiva, limitada para
todo q, e e´ formada por: M(q1) ∈ Rn, sendo a matriz de ine´rcia do conjunto dos elos r´ıgidos;
J uma matriz diagonal que depende das ine´rcias dos motores e das relac¸o˜es de reduc¸a˜o das
transmisso˜es; sendo J = diag[J1, ..., Jn], e Jj caracteriza a ine´rcia do rotor j.
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Na Equac¸a˜o (2.3) M2(q1) ∈ Rn e´ deﬁnida por:
M2(q1) = (P − In)J (2.4)
onde In e´ a matriz identidade de ordem n; e P e´ uma matriz que descreve a relac¸a˜o que





1, se i = j
(ki.kj)N−1j , se i < j
0, se i > j
(2.5)
Na Equac¸a˜o (2.5) ki.kj e´ o produto escalar dos vetores ki e kj. Esses vetores representam
a posic¸a˜o dos eixos de rotac¸a˜o das juntas i e j em relac¸a˜o ao sistema de refereˆncia inercial
(Readman, 1994). A matriz P (q1) depende da geometria do manipulador. Se, por exemplo,
ki.kj = 0, enta˜o o eixo de rotac¸a˜o da junta i rotaciona em um plano perpendicular em relac¸a˜o
ao eixo de rotac¸a˜o da junta j. No caso do manipulador planar ki.kj = 1 para todo i e j, pois
os eixos de rotac¸a˜o das juntas sa˜o coplanares.
Ainda na Equac¸a˜o (2.5) N e´ uma matriz diagonal que conte´m as relac¸o˜es de reduc¸a˜o das
transmisso˜es; onde N = diag[r1...rn], e rj caracteriza a relac¸a˜o de reduc¸a˜o da transmissa˜o j.
A matriz dos torques centr´ıfugos e de Coriolis tem a seguinte estrutura:
C¯ =





onde C1, C2 e C3 sa˜o func¸o˜es de M2(q1); e C e´ determinado como no modelo r´ıgido, ver por
exemplo, (Canudas De Wit et al., 1996).







onde G(q1) e´ determinado como no modelo r´ıgido (Readman, 1994).
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onde K = diag[K1...Kn], e Kj caracteriza a rigidez da transmissa˜o j.







onde u e´ o torque aplicado nos rotores.
Observa-se que o modelo (2.2) e´ formado por duas equac¸o˜es de segunda ordem acopla-
das atrave´s das componentes inerciais, dos torques centr´ıfugos e de Coriolis, e atrave´s do
acoplamento ela´stico que existe entre elos e rotores (Readman, 1994).
Simpliﬁcac¸a˜o do modelo
Com o objetivo de simpliﬁcar o modelo (2.2) e´ considerada a seguinte hipo´tese (Tomei,
1991):





Isto implica que os coeﬁcientes C1 = C2 = C3 = 0 , pois os mesmos dependem da derivada
de M2(q1) em relac¸a˜o ao tempo (Canudas De Wit et al., 1996).
Esta condic¸a˜o e´ satisfeita por construc¸a˜o para diversos tipos de manipuladores. No caso
particular de um manipulador planar esta condic¸a˜o e´ veriﬁcada, pois os eixos sa˜o coplanares




1, se i = j
N−1j , se i < j
0, se i > j
(2.10)
onde N e´ uma matriz diagonal que conte´m as relac¸o˜es de reduc¸a˜o das transmisso˜es.
Considerando a hipo´tese anterior, a equac¸a˜o do modelo (2.2) pode ser reescrita como
sendo:
M(q1)q¨1 + M2(q1)q¨2 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) = K[q2 − q1]
M2(q1)q¨1 + Jq¨2 + K[q2 − q1] = u
(2.11)
Observa-se que em (2.11) existe um acoplamento inercial entre elos e rotores atrave´s de
M2, ale´m do acoplamento ela´stico ocasionado pela mola.
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Modelo simpliﬁcado de Spong
A seguinte hipo´tese, introduzida em Spong (1987), permite uma simpliﬁcac¸a˜o considera´vel
do modelo (2.2):
• A energia cine´tica ocasionada pela rotac¸a˜o do rotor em torno de seu pro´pio eixo e´
predominante quando comparada com a energia cine´tica ocasionada pela rotac¸a˜o do
rotor em relac¸a˜o ao sistema inercial.
Esta hipo´tese faz com que a matriz P ﬁque:
Pi,j(q1) =

 1, se i = j0, se i = j (2.12)
resultando que M2(q1) = (P − In)J = (In − In)J = 0.
O seguinte sistema de equac¸o˜es simpliﬁcado permite descrever a dinaˆmica do roboˆ com
juntas ﬂex´ıveis (Spong, 1987):
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) = K[q2 − q1]
Jq¨2 + K[q2 − q1] = u
(2.13)
Observa-se que as equac¸o˜es do modelo (2.13) consistem em dois subsistemas dinaˆmicos
acoplados, onde um representa o roboˆ r´ıgido tradicional, atrave´s da dinaˆmica dos elos, e
o outro a dinaˆmica introduzida pela transmissa˜o ﬂex´ıvel. Neste caso, o acoplamento entre
ambos os subsistemas depende apenas do torque ela´stico K[q2 − q1].
O sistema de equac¸o˜es (2.13) resultante pode ser visto como a interconexa˜o de dois sub-
sistemas em cascata: o subsistema dos elos e o subsistema dos rotores, conforme mostra a
Figura 2.2.
Figura 2.2: Interconexa˜o dos subsistemas dos elos e rotores.
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Algumas conﬁgurac¸o˜es particulares de manipuladores satisfazem diretamente a hipo´tese
introduzida pelo Spong. Por exemplo, no caso de um manipulador com apenas um elo e uma
junta de revoluc¸a˜o, ou no caso de um manipulador com dois elos e duas juntas de revoluc¸a˜o
com eixos de rotac¸a˜o perpendiculares (Spong e Vidyasagar, 1989).
Em geral, quando as relac¸o˜es de transmissa˜o N sa˜o suﬁcientemente elevadas, o modelo
simpliﬁcado de Spong e´ va´lido. Isto se veriﬁca, por exemplo, quando sa˜o usados harmonic
drives. Pore´m, a validade do modelo simpliﬁcado (2.13) tambe´m depende da trajeto´ria. De
fato, se para uma dada trajeto´ria o rotor permanece parado enquanto o elo ao qual ele esta´
montado se movimenta, a energia cine´tica do rotor, devida a` rotac¸a˜o em relac¸a˜o ao sistema
inercial, e´ maior do que aquela devido a` rotac¸a˜o (nula) em torno de seu pro´prio eixo (Nicosia
e Tomei, 1992).
O modelo simpliﬁcado (2.13) sera´ utilizado no projeto das leis de controle e na realizac¸a˜o
das provas de estabilidade.
2.2.1 Propriedades do modelo
Na sec¸a˜o 2.1 foram apresentadas algumas das propriedades do roboˆ r´ıgido, as quais sa˜o
u´teis na elaborac¸a˜o das leis de controle. Entretanto, quando a transmissa˜o e´ ﬂex´ıvel algumas
daquelas propriedades deixam de ser veriﬁcadas; em particular tem-se que:
• Existe um deslocamento ela´stico na˜o desprez´ıvel entre elos e rotores;
• O sistema passa a ser parcialmente acionado, pois os torques de controle sa˜o introduzidos
apenas atrave´s dos rotores, existindo, portanto, n torques de controle para 2n graus de
liberdade.
Estas propriedades limitam a aplicac¸a˜o das te´cnicas de controle cla´ssicas em roboˆs com
transmisso˜es ﬂex´ıveis. Ainda, impedem que possam ser aplicadas diretamente a propriedade
da passividade e a te´cnica da linerizac¸a˜o, atrave´s da realimentac¸a˜o de estados no modelo, as
quais sa˜o te´cnicas bastante difundidas nos manipuladores r´ıgidos. Entretanto, esses me´todos
de controle de manipuladores r´ıgidos podem ser estendidos para os manipuladores com trans-
misso˜es ﬂex´ıveis realizando-se modiﬁcac¸o˜es nos passos do projeto (Guenther, 1993).
2.2.2 Efeitos introduzidos pela ﬂexibilidade
Nesta sec¸a˜o analisa-se o efeito da ﬂexibilidade em um roboˆ simpliﬁcado, de apenas um elo.
Cabe ressaltar que os resultados apresentados nesta sec¸a˜o foram obtidos usando os paraˆmetros
nominais do primeiro elo do roboˆ descrito neste trabalho (ver Cap´ıtulo 5) conforme mostra
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a Tabela 2.1. Os diagramas de Bode e lugar das ra´ızes foram obtidos usando a ferramenta
rltool do Matlab, versa˜o 5.3.





Analisando a func¸a˜o de transfereˆncia de um manipulador com apenas um elo que se
move em um plano horizontal (ver Figura 2.3), os resultados mais importantes sa˜o (Spong e
Vidyasagar, 1989):
Figura 2.3: Manipulador planar com um elo r´ıgido.
• O modelo r´ıgido (2.1), considerando o torque u como entrada e o aˆngulo do elo, q1,





onde s e´ o operador de Laplace, I1 e´ a ine´rcia do primeiro elo e J1 e´ a ine´rcia do rotor
na sa´ıda da transmissa˜o.
Na ﬁgura 2.4 ilustra-se a aplicac¸a˜o de um compensador proporcional no modelo r´ıgido
(2.1). A Figura 2.5 ilustra a posic¸a˜o dos po´los neste modelo e, mostra-se ainda, o lugar
das ra´ızes quando aplicado o compensador proporcional. Observa-se que os po´los se
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Figura 2.4: Compensador proporcional.
Na ﬁgura 2.5 observa-se que conforme aumenta o ganho do compensador proporcional
aumenta tambe´m a frequ¨eˆncia de oscilac¸a˜o sistema.












Figura 2.5: Posic¸a˜o dos po´los e lugar das ra´ızes do modelo r´ıgido.
• O modelo com uma transmissa˜o ﬂex´ıvel (2.13), ver Figura 2.6, considerando o torque
u como entrada e o aˆngulo do elo, q1, como sa´ıda, e´ de quarta ordem e, ale´m dos dois





onde K1 e´ a constante da mola. Os po´los na origem correspondem ao subsistema do elo
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Figura 2.6: Manipulador planar com um elo r´ıgido e uma transmissa˜o ﬂex´ıvel.
r´ıgido, enquanto os po´los sobre o eixo imagina´rio representam a dinaˆmica superposta pelo
subsistema do rotor.
Na Figura 2.7 mostra-se o diagrama em blocos quando aplicado um compensador propor-
cional no modelo ﬂex´ıvel. A ﬁgura 2.8 ilustra a posic¸a˜o dos po´los neste modelo e o lugar das
ra´ızes.
Figura 2.7: Compensador proporcional.
O diagrama de Bode correspondente a este sistema e´ mostrado na Figura 2.9. Observa-se
um pico de ressonaˆncia na frequ¨eˆncia de 3Hz.
Cabe destacar que, quanto maior for a rigidez da transmissa˜o K1 em relac¸a˜o a` soma da
ine´rcia do elo e a ine´rcia do rotor, maior sera´ a frequ¨eˆncia de oscilac¸a˜o dos po´los sobre o eixo
imagina´rio.
• O modelo com uma transmissa˜o ﬂex´ıvel (2.13) com o aˆngulo do rotor, q2, como sa´ıda,
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Figura 2.8: Posic¸a˜o dos po´los e lugar das ra´ızes do modelo ﬂex´ıvel.
Figura 2.9: Diagrama de Bode: Modelo ﬂex´ıvel.
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tem dois zeros sobre o eixo imagina´rio, ale´m dos dois po´los na origem e dos dois po´los





A Figura 2.10 ilustra a aplicac¸a˜o de um compensador proporcional no modelo com trans-
missa˜o ﬂex´ıvel e a Figura 2.11 mostra a posic¸a˜o dos po´los e zeros neste modelo. Mostra-se
ainda o lugar das ra´ızes quando aplicado o compensador Proporcional.
Figura 2.10: Compensador proporcional














Figura 2.11: Posic¸a˜o dos po´los e zeros e lugar das ra´ızes do modelo ﬂex´ıvel.
Se a rigidez da transmissa˜o K1 e´ grande em relac¸a˜o a` ine´rcia do elo mais a ine´rcia do
rotor, os po´los sobre o eixo imagina´rio teˆm frequ¨eˆncia de oscilac¸a˜o grande.
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A ﬁgura 2.9 mostra o diagrama de Bode correspondente a este modelo. O diagrama ilustra
uma inclinac¸a˜o de -40dB/dec ate´ a ocorreˆncia de um pico acentuado. Este pico e´ chamado
de antiresonaˆncia e e´ provocado pelos zeros imagina´rios, ver (Guenther, 1993).
Figura 2.12: Diagrama de Bode do modelo ﬂex´ıvel.
Estas caracter´ısticas do modelo com transmissa˜o ﬂex´ıvel diﬁcultam a aplicac¸a˜o das
te´cnicas de controle cla´ssicas. Em particular, quando o aˆngulo do rotor e´ a sa´ıda, podem
originar uma malha fechada oscilato´ria se os ganhos do controlador sa˜o grandes. Pore´m, se
o aˆngulo do elo e´ tomado como sa´ıda, resultam em uma malha fechada insta´vel. A seguinte
sec¸a˜o ilustra estes problemas.
2.3 Limitac¸o˜es das te´cnicas de controle cla´ssicas
Os principais controladores aplicados em roboˆs industriais sa˜o do tipo Proporcional-
Integral-Derivativo (PID) (Yoshikawa, 1990) e, na maioria dos casos, o termo integral na˜o e´
considerado, passando o controlador a ser do tipo PD cla´ssico. Nesta sec¸a˜o vamos analisar
o comportamento do modelo com transmissa˜o ﬂex´ıvel quando submetido a um controlador
PD do tipo usado nos roboˆs industriais. Cabe, portanto, veriﬁcar quais sa˜o os limites da sua
aplicac¸a˜o antes da discussa˜o de te´cnicas mais complexas.
Uma ana´lise do uso de uma lei PD em um manipulador com apenas um elo e uma trans-
missa˜o ﬂex´ıvel permite visualizar algumas das limitac¸o˜es do seu emprego.
Quando a sa´ıda e´ o aˆngulo do rotor e e´ usada uma realimentac¸a˜o PD, o modelo pode ser
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onde a = kp/kd e´ a relac¸a˜o entre o ganho proporcional e o ganho derivativo.
A Figura 2.13 ilustra a aplicac¸a˜o de um compensador PD:
Figura 2.13: Compensador PD.
A Figura 2.14 ilustra o lugar das ra´ızes da malha fechada que resulta quando aplicamos
o controle PD nas coordenadas do rotor.












Figura 2.14: Lugar das ra´ızes para o controle PD nas coordenadas do rotor no modelo ﬂex´ıvel.
Observa-se que a resposta resulta esta´vel para qualquer valor do ganho da parcela deri-
vativa do controlador.
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Embora uma entrada do tipo degrau unita´rio na˜o e´ comumente usada em robo´tica o seu
uso como entrada de teste nas simulac¸o˜es desta sec¸a˜o visam facilitar a ana´lise dos resultados,
e evidenciar o comportamento do sistema em situac¸o˜es cla´ssicas de projeto de controladores.
A Figura 2.15 ilustra a resposta do controle PD se aplicarmos um degrau na entrada do
modelo com transmissa˜o ﬂex´ıvel e do modelo r´ıgido. Observa-se a resposta oscilato´ria e o
elevado tempo de acomodac¸a˜o (em torno de 2 segundos) quando e´ considerada a transmissa˜o
ﬂex´ıvel no modelo. A resposta ao degrau do controlador PD aplicado no modelo r´ıgido
ocasionou um tempo de acomodac¸a˜o de 0.4 segundos. Cabe observar que foram usados os
mesmos ganhos de controle em ambas as simulac¸o˜es.

















Figura 2.15: Controle PD: Resposta ao degrau nas coordenadas do rotor
Quando a sa´ıda e´ o aˆngulo do elo e e´ usada uma realimentac¸a˜o PD, a malha fechada pode





A Figura 2.16 mostra o lugar das ra´ızes do modelo resultante quando aplicamos o controle
PD no elo do roboˆ com transmissa˜o ﬂex´ıvel. Observa-se que a resposta torna-se insta´vel para
qualquer valor do ganho da parcela derivativa do controlador.
Uma ana´lise mais detalhada das limitac¸o˜es e as caracter´ısticas dos roboˆs com transmisso˜es
ﬂex´ıveis com mais graus de liberdade pode ser encontrada em (De Souza Leal, 1998).
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Figura 2.16: Lugar das ra´ızes para o controle PD nas coordenadas do elo no modelo ﬂex´ıvel.
2.4 O problema do atrito
O atrito e´ uma das principais na˜o linearidades que diﬁcultam o controle dos servoposici-
onadores ele´tricos, pois pode ocasionar erros de regime e erros no seguimento de trajeto´rias
(Dupont e Dunlap, 1995). Diversos trabalhos ilustram este fato de forma experimental, ver
por exemplo Canudas e Lischinsky (1997), Guenther e Perondi (2002) e Ramirez et al. (2002).
Nos roboˆs com atuadores ele´tricos, o atrito se manifesta nos rotores, nas transmisso˜es, nos
sensores de posic¸a˜o ou torque, e nas juntas. Ainda, nas aplicac¸o˜es que envolvem o controle
de forc¸a existe uma componente de atrito no ponto de contato entre o efetuador ﬁnal, ou
ferramenta, e a superf´ıcie de trabalho.
Para realizar simulac¸o˜es que representem adequadamente o sistema analisado e´ necessa´rio
dispor-se de um bom modelo para o atrito. Um modelo de atrito adequado permite estudar
o seu desempenho dinaˆmico, analisar a estabilidade do compensador, e permite ainda obter
um valor inicial para determinar os ganhos do controlador.
Nesta tese, foi adotado o modelo para o atrito proposto por Canudas et al. (1995).
Este modelo, conhecido como ”LuGre”, permite reproduzir a maioria dos comportamentos
na˜o-lineares observados experimentalmente: efeito de Stribeck, histerese, forc¸a de quebra
varia´vel e caracter´ısticas ela´sticas no movimento de pre´-deslizamento. O modelo LuGre e´
adequado para ser utilizado em esquemas de compensac¸a˜o do atrito baseados em modelos
(Canudas et al., 1995). Nos resultados experimentais apresentados no Cap´ıtulo 5, mostra-se
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a manifestac¸a˜o do atrito a baixas velocidades usando esse modelo.
O seguinte resultado de simulac¸a˜o permite evidenciar alguns dos problemas ocasionados
pelo atrito. A Figura 2.17 mostra a trajeto´ria de posic¸a˜o de um elo r´ıgido quando e´ aplicado
um compensador proporcional considerando o atrito presente na estrutura mecaˆnica do brac¸o,
segundo o modelo LuGre. O seguimento de trajeto´ria da rampa aplicada mostra uma resposta
inadequada devido a` manifestac¸a˜o do fenoˆmeno adere-desliza, ou stick-slip (Canudas et al.,
1995). Este fenoˆmeno, tambe´m chamado de hunting, pode ser veriﬁcado quando se aplica o
controlador PID, sem considerar o atrito (Dupont, 1994).


















Atual   
Figura 2.17: Resposta considerando o modelo LuGre para o atrito - resultado de simulac¸a˜o.
Modelo LuGre
O termo LuGre deriva do modelo surgido atrave´s do trabalho conjunto entre as univer-
sidades de Lund e Grenoble (Canudas et al., 1995). Este modelo baseia-se no entendimento
do mecanismo microsco´pico do fenoˆmeno de atrito. A este n´ıvel, as superf´ıcies sa˜o muito
irregulares e seu contato se da´ atrave´s de rugosidades. No modelo em questa˜o, isto e´ aproxi-
mado por dois corpos r´ıgidos em contato atrave´s de pequenos elementos ela´sticos, tal como
mostrado na Figura 2.18.
Quando ocorre um movimento relativo entre as partes, surge uma forc¸a tangencial de
reac¸a˜o que tende a deformar os elementos ela´sticos na regia˜o de contato. Esta forc¸a tende
a impedir o movimento relativo das superf´ıcies e, se for suﬁcientemente grande, fara´ com
que parte dos elementos deslize, diminuindo a forc¸a de reac¸a˜o. Este fenoˆmeno e´ altamente
aleato´rio devido a`s formas irregulares das superf´ıcies (Canudas et al., 1995).
O modelo LuGre tem como principal caracter´ıstica a considerac¸a˜o do movimento em regi-
me de pre´-deslizamento, que na˜o e´ considerado nos modelos cla´ssicos para o atrito, geralmente
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Figura 2.18: Representac¸a˜o da regia˜o de contato entre duas superf´ıcies.
baseados em mapas esta´ticos que descrevem a relac¸a˜o entre a forc¸a de atrito e a velocidade.
O exemplo mais t´ıpico (ver Figura 2.19) e´ o dos modelos que se valem de diferentes combi-
nac¸o˜es do atrito de Coulomb com as forc¸as viscosas, considerando ainda o efeito de Stribeck
(Armstrong-He´louvry et al., 1994).
Figura 2.19: Mapas esta´ticos de forc¸as de atrito versus velocidade constante.
A Figura 2.20 apresenta um exemplo de movimento em regime de pre´-deslizamento entre
duas superf´ıcies em contato, obtido por simulac¸a˜o com o uso do modelo LuGre.
O modelo LuGre baseia -se em uma varia´vel na˜o mensura´vel que representa o comporta-
mento me´dio dos elementos ela´sticos em contato. Esta deformac¸a˜o, denotada por z, e´ deﬁnida
pela seguinte equac¸a˜o diferencial:
z˙ = v − | v | σ0
g(v)
z (2.14)
onde σ0 e´ o coeﬁciente de rigidez ela´stica da deformac¸a˜o; v e´ a velocidade relativa entre
as duas superf´ıcies e g(v) e´ uma func¸a˜o positiva que depende de fatores como propriedades
dos materiais, lubriﬁcac¸a˜o e temperatura. A func¸a˜o g(v) na˜o necessita ser sime´trica, po-
dendo assim capturar o comportamento que depende da direc¸a˜o do movimento. Em regime
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Figura 2.20: Microdeslocamentos no regime de pre´-deslizamento.
permanente (z˙ = 0 e v constante) a deformac¸a˜o z assume a seguinte forma:
zss =
v g(v)




onde o sub-´ındice ss indica regime permanente, ou steady state.
A forc¸a de atrito gerada pela reac¸a˜o ao movimento dos elementos ela´sticos em contato e´
aproximada por:
F = σ0z + σ1z˙ (2.16)
onde σ0 e´ o coeﬁciente de rigidez ela´stica e σ1 e´ o coeﬁciente de amortecimento da deformac¸a˜o
ela´stica. As forc¸as viscosas sa˜o levadas em conta atrave´s da adic¸a˜o de um termo proporcional
a` velocidade relativa, de forma que:
F = σ0z + σ1z˙ + σ2v (2.17)
O modelo composto pelas equac¸o˜es (2.14) e (2.17) e´ caracterizado pela func¸a˜o g(v) e os
paraˆmetros σ0, σ1 e σ2. Canudas et al. (1995) propo˜em o uso da parametrizac¸a˜o para g(v)
apresentada na Figura 2.21.
Esta parametrizac¸a˜o leva em conta os atritos seco e viscoso, bem como o efeito de Stribeck
(ver, por exemplo, Armstrong- He´louvry et al., 1994) e e´ expressa por:
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Figura 2.21: Curva esta´tica da forc¸a de atrito versus velocidade constante.
onde Fc e´ a forc¸a de atrito seco (ou de Coulomb), Fs e´ a forc¸a de atrito esta´tico (que cor-
responde a` forc¸a limite do regime de pre´-deslizamento) e vs e´ a velocidade de Stribeck. Com
esta descric¸a˜o, o modelo ﬁca caracterizado por quatro paraˆmetros esta´ticos, Fc, Fs, vs e σ2,
e dois dinaˆmicos σ0eσ1. A func¸a˜o g(v) tal que ∞ > Fs ≥ g(v) ≥ Fc > 0 descreve parte das
caracter´ısticas de regime permanente do modelo para movimentos com velocidade constante
e z˙ = 0 . Neste caso, as caracter´ısticas de regime permanente para o atrito sa˜o governadas
pela seguinte equac¸a˜o:
Fss(v) = g(v)sgn(v) + σ2v = Fcsgn(v) + (Fs − Fc)e(−
v
vs
)2sgn(v) + σ2v (2.19)
No Cap´ıtulo 3 e´ descrito o trabalho desenvolvido para a compensac¸a˜o do atrito no roboˆ
com transmissa˜o ﬂex´ıvel.
2.5 Concluso˜es
Neste cap´ıtulo foram descritos os principais modelos que consideram a presenc¸a de trans-
misso˜es ﬂex´ıveis entre os rotores e os elos r´ıgidos de um roboˆ. Atrave´s das equac¸o˜es dinaˆmicas,
veriﬁcou-se que nestes modelos duplica-se o nu´mero de graus de liberdade em relac¸a˜o ao mo-
delo do roboˆ r´ıgido equivalente (sem transmissa˜o ﬂex´ıvel), passando o roboˆ a ser um sistema
parcialmente acionado. Este fato e´ a fonte das diﬁculdades adicionais que aparecem no pro-
jeto de controladores para roboˆs manipuladores quando a ﬂexibilidade nas transmisso˜es na˜o e´
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desprez´ıvel. Neste sentido, foram ressaltadas as principais limitac¸o˜es da aplicac¸a˜o direta dos
controladores cla´ssicos, em particular do PD. No ﬁnal do cap´ıtulo foi tratado o problema do
atrito. O modelo de atrito descrito (LuGre) permitira´ a integrac¸a˜o direta com os algoritmos
de controle. Em particular, o controlador em cascata apresentado no Cap´ıtulo 3 consiste em
um exemplo de aplicac¸a˜o desta metodologia.
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Cap´ıtulo 3
Metodologias de Controle
Neste cap´ıtulo e´ descrita uma metodologia para o seguimento de trajeto´rias em roboˆs com
transmisso˜es ﬂex´ıveis. A lei de controle e´ projetada para o caso ideal, em que os paraˆmetros do
roboˆ sa˜o conhecidos, e no caso da presenc¸a de incertezas parame´tricas. Depois, a metodologia
proposta e´ estendida para realizar a compensac¸a˜o dinaˆmica do atrito presente no sistema
mecaˆnico do roboˆ no caso em que os paraˆmetros do manipulador sa˜o conhecidos. Tambe´m sera´
descrita uma metodologia de controle em cascata baseada no backstepping, com o objetivo
de compara´-la com a te´cnica de controle desenvolvida na tese.
3.1 Controle em cascata
Existem va´rios esquemas de controle que interpretam o modelo do roboˆ com transmisso˜es
ﬂex´ıveis como sendo dois subsistemas interconectados, conforme foi analisado na introduc¸a˜o
do trabalho. A principal vantagem desta te´cnica e´ a facilidade no tratamento das equac¸o˜es
do sistema devido a` divisa˜o em dois subsistemas. Apresenta-se neste cap´ıtulo uma estrate´gia
de controle em cascata desenvolvida a partir da metodologia de reduc¸a˜o de ordem com desa-
coplamento de sistemas (Utkin, 1987). Esta estrate´gia foi utilizada com sucesso no controle
de roboˆs acionados eletricamente (Guenther e Hsu, 1993) e no controle de acionamentos hi-
dra´ulicos (Guenther e De Pieri, 1997). A estrate´gia baseia-se na divisa˜o do modelo do roboˆ
nos subsistemas dos rotores e dos elos, e na proposic¸a˜o de leis de controle e na ana´lise de es-
tabilidade para cada subsistema. Com a interconexa˜o dos equacionamentos resultantes para
a malha fechada e´ realizada a prova de estabilidade global para o sistema completo.
Neste cap´ıtulo, apresenta-se a ide´ia ba´sica da estrate´gia de controle em cascata aplicada no
roboˆ com transmissa˜o ﬂexivel. Inicialmente e´ considerado o caso dos paraˆmetros nominais.
Depois e´ analisada a inﬂueˆncia das incertezas parame´tricas. Finalmente, e´ adicionado ao
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controlador em cascata a dinaˆmica do atrito, atrave´s da estrutura do modelo LuGre, e e´
apresentada a ana´lise de estabilidade do controlador.
3.2 Modelo em cascata
Conforme foi visto no cap´ıtulo 2, o seguinte sistema de equac¸o˜es simpliﬁcado permite
descrever a dinaˆmica do roboˆ com juntas ﬂex´ıveis (Spong, 1987):
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) = K[q2 − q1]
Jq¨2 + K[q2 − q1] = u
(3.1)
Este sistema de equac¸o˜es pode ser visto como a interconexa˜o dos subsistemas: o subsis-
tema dos elos e o subsistema dos rotores, como mostra a ﬁgura 3.1.
Figura 3.1: Interconexa˜o dos subsistemas dos elos e rotores.
Atrave´s de uma lei de controle apropriada, como ilustra a equac¸a˜o (3.2), pode-se transfor-
mar o sistema (3.1) em dois subsistemas em cascata, com entradas u e q2d, conforme mostrado
no anexo A.
u = J v + K[q2 − q1] (3.2)
onde v e´ uma func¸a˜o de controle aplicada nos rotores e K e´ conhecido.
Substituindo (3.2) em (3.1), obte´m-se:
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) = ued + Kq˜2
q¨2 = v,
(3.3)
onde q˜2 = q2 − q2d e´ o erro de posic¸a˜o nos rotores.
O termo q2d pode ser interpretado como a posic¸a˜o de refereˆncia para os rotores de forma
a garantir que os elos sigam a trajeto´ria desejada.
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O termo ued e´ o torque ela´stico que deve ser aplicado na parcela r´ıgida do roboˆ (subsistema
dos elos), e pode ser deﬁnido como sendo (Guenther e Hsu, 1993):
ued = K[q2d − q1] (3.4)
O modelo em cascata descrito pela Equac¸a˜o (3.3) e a deﬁnic¸a˜o do torque ela´stico desejado
em (3.4) sera˜o utilizados no projeto das leis de controle.
3.2.1 Hipo´teses para o projeto do controlador
O controle em cascata e´ poss´ıvel desde que sejam satisfeitas as seguintes hipo´teses:
• A trajeto´ria de posic¸a˜o desejada para os elos e´ continua e limitada, e suas derivadas
sucessivas de ate´ quarta ordem sa˜o cont´ınuas e limitadas para todo t;
• As posic¸o˜es e velocidades dos elos e dos rotores sa˜o medidas.
3.3 Controle em cascata baseado na teoria da passividade
Nesta estrate´gia o modelo do roboˆ e´ interpretado como dois subsistemas interconectados,
sendo um o subsistema mecaˆnico r´ıgido dos elos, o qual e´ acionado por um torque gerado
pelo subsistema do rotor.
A Figura 3.2 ilustra o diagrama em blocos do sistema em cascata.
Figura 3.2: Estrutura de controle.
O primeiro passo do projeto consiste em estabelecer a lei de controle para o subsistema
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dos elos. O segundo passo consiste em anular os erros de seguimento nos rotores, de forma a
garantir que o subsistema dos elos siga a trajeto´ria desejada (Ramirez, De Pieri e Guenther,
2000b).
3.3.1 Seguimento de trajeto´ria no subsistema dos elos
O torque aplicado na parcela r´ıgida do roboˆ (elos) utiliza o esquema baseado na teoria da
passividade (Slotine e Li, 1991), apresentada de forma resumida no anexo B.
ued = M(q1)q¨r1 + C(q1, q˙1)q˙r1 + G(q1)−KD1s1 (3.5)
onde ued e´ o torque ela´stico desejado, M e´ a matriz de ine´rcia do conjunto dos elos r´ıgidos,
KD1 e´ uma matriz diagonal deﬁnida positiva escolhida no projeto e:
q˜1 = q1 − q1d, q˙r1 = q˙d1 − Λ1q˜1, s1 = q˙1 − q˙r1 (3.6)
onde Λ1 e´ uma matriz diagonal deﬁnida positiva, q˙r1 e´ o vetor de velocidades de refereˆncia
dos elos e s1 pode ser interpretado como o erro de velocidade medido nos elos.
Substituindo (3.5) na primeira equac¸a˜o de (3.3), obte´m-se a malha fechada deste subsis-
tema:
M(q1)s˙1 + [C(q1, q˙1) + KD1]s1 = Kq˜2 (3.7)
onde Kq˜2 pode ser considerada como uma pertubac¸a˜o na entrada do subsistema. Quando q˜2
converge para zero, o subsistema (3.7) ﬁca reduzido ao modelo r´ıgido do roboˆ manipulador e
e´ va´lida a propriedade da passividade (Slotine e Li, 1991), ver anexo B.
Na sa´ıda do subsistema dos elos obtem-se q2d, a qual pode ser obtida a partir de (3.4)
(Guenther, 1993):
q2d = K−1 ued + q1 (3.8)








onde P1 = P T1 > 0 e´ deﬁnida como em Spong (1987):
P1 = 2Λ1KD1 (3.10)
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A derivada de V1 em relac¸a˜o ao tempo e´:
V˙1 = sT1 M(q1)s˙1 +
1
2
sT1 M˙(q1)s1 + q˜
T
1 P1 ˙˜q1 (3.11)
Substituindo M(q1)s˙1 usando (3.7), obte´m-se:
V˙1 = −sT1 C(q1, q˙1)s1 − sT1 KD1s1 + sT1 Kq˜2 +
1
2
sT1 M˙(q1)s1 + q˜
T
1 P1 ˙˜q1 (3.12)
Usando a propriedade da antisimetria de [12M˙ − C], obte´m-se:
V˙1 = −sT1 KD1s1 + q˜T1 P1 ˙˜q1 + sT1 Kq˜2 (3.13)
As expresso˜es de V1 e V˙1 sa˜o utilizadas na ana´lise de estabilidade da malha fechada
resultante da aplicac¸a˜o do algoritmo de controle em cascata.
3.3.2 Controle de trajeto´ria no subsistema dos rotores
Para o seguimento de trajeto´ria nos rotores e´ aplicado o seguinte torque de controle, como
em Guenther (1993):
u = Ju0 + K[q2 − q1]−KD2s2 (3.14)
sendo que u0 e´ uma func¸a˜o de controle nominal, projetada de acordo com os paraˆmetros
nominais do manipulador, KD2 e´ uma matriz diagonal deﬁnida positiva escolhida no projeto
e s2 e´ o erro auxiliar formado por:
s2 = ˙˜q2 + Λ2q˜2 (3.15)
onde q˜2 = q2 − q2d e´ o erro de posic¸a˜o dos rotores; e Λ2 e´ uma matriz diagonal deﬁnida
positiva, escolhida no projeto.
Substituindo (3.14) na segunda equac¸a˜o de (3.1), obte´m-se a malha fechada deste subsis-
tema:
Js˙2 + KD2s2 = 0 (3.16)








onde P2 = P T2 > 0 e´ deﬁnida como em Spong (1987):
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P2 = 2Λ2KD2 (3.18)
Derivando (3.17), obte´m-se:
V˙2 = sT2 Js˙2 + q˜
T
2 P2 ˙˜q2 (3.19)
Substituindo (3.16) em (3.19), obte´m-se:
V˙2 = −sT2 KD2s2 + q˜T2 P2 ˙˜q2 (3.20)
No caso ideal dos paraˆmetros conhecidos, e da deﬁnic¸a˜o de erro auxiliar em (3.15), pode-se
escrever:
u0 = q¨2d − Λ2 ˙˜q2 (3.21)
As expresso˜es de V2 e V˙2 sa˜o utilizadas na ana´lise de estabilidade da malha fechada
resultante da aplicac¸a˜o do algoritmo de controle em cascata.
3.3.3 Ana´lise de estabilidade
No caso do modelo do roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis, o controlador em cascata resulta
da combinac¸a˜o do seguimento de trajeto´ria dos elos com o seguimento de trajeto´ria dos
rotores. O sistema em malha fechada e´ formado pelas equac¸o˜es (3.3), (3.7), e (3.16) e as suas
propriedades de estabilidade sa˜o estudadas nesta subsec¸a˜o.
Para realizar a ana´lise de estabilidade sera´ considerada a seguinte func¸a˜o na˜o negativa:
V = V1 + V2 (3.22)




[sT1 M(q1)s1 + q˜
T
1 P1q˜1 + s
T
2 Js2 + q˜
T
2 P2q˜2] (3.23)
onde V e´ uma func¸a˜o uniformemente limitada.
A derivada de V em relac¸a˜o ao tempo resulta:
V˙ = V˙1 + V˙2
V˙ = −sT1 KD1s1 + q˜T1 P1 ˙˜q1 + sT1 Kq˜2 − sT2 KD2s2 + q˜T2 P2 ˙˜q2
(3.24)
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Substituindo as deﬁnic¸o˜es de s1, s2, P1 e P2 na equac¸a˜o (3.24), obte´m-se:
V˙ = −ΛT1 KD1Λ1 || q˜1 ||2 −KD1 || ˙˜q1 ||2 +ΛT1 Kq˜1q˜2+K ˙˜q1q˜2−ΛT2 KD2Λ2 || q˜2 ||2 −KD2 || ˙˜q2 ||2
(3.25)
A derivada da func¸a˜o energia pode ser rescrita como sendo:















ΛT1 KD1Λ1 0 − 12ΛT1 K 0
0 KD1 − 12K 0
−12ΛT1 K − 12K ΛT2 KD2Λ2 0
0 0 0 KD2


A aplicac¸a˜o do teorema de Gershgorim (ver Anexo A) permite concluir sobre as principais
propriedades da malha fechada a partir da ana´lise da diagonal da matriz Q. De fato, os ganhos
KD1 e KD2 satisfazem:
ΛT1 Kq˜1q˜2 + K ˙˜q1q˜2 ≤ −ΛT1 KD1Λ1 || q˜1 ||2 −KD1 || ˙˜q1 ||2 −ΛT2 KD2Λ2 || q˜2 ||2 −KD2 || ˙˜q2 ||2
(3.26)
Desta forma:
V˙ ≤ −ΛT1 KD1Λ1 || q˜1 ||2 −KD1 || ˙˜q1 ||2 −ΛT2 KD2Λ2 || q˜2 ||2 −KD2 || ˙˜q2 ||2≤ 0 (3.27)
A forma quadra´tica dos termos na expressa˜o (3.27) permite concluir sobre a estabilidade
global da malha fechada e sobre a convergeˆncia assintotica dos erros de posic¸a˜o e velocidade
(Guenther, 1993). Ainda, aplicando o lema de convergeˆncia, como em Slotine e Li (1991,
pp. 91), pode-se aﬁrmar que a malha fechada formada pelas equac¸o˜es (3.3), (3.7), e (3.16)
e´ exponencialmente esta´vel. Desta forma, q˜1 → 0, ˙˜q1 → 0, q˜2 → 0, e ˙˜q2 → 0, de forma
exponencial, quando t→∞.
3.4 Incertezas e perturbac¸o˜es
Na pra´tica, os paraˆmetros do manipulador conte´m incertezas. Havendo incertezas nos
paraˆmetros, ocorrem erros de seguimento e de regime. Nesta tese, a reduc¸a˜o dos erros de
seguimento e´ realizada mediante o emprego de uma lei adaptativa para o controle no sub-
sistema r´ıgido dos elos e de uma lei a estrutura varia´vel para o controle no subsistema do
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rotores, ver Anexo C. Na ana´lise de estabilidade da malha fechada mostra-se que os erros de
seguimento de posic¸a˜o e velocidade deixam de ter convergeˆncia exponencial passando a ser
assinto´tica. O trabalho teo´rico e experimental relativo a` aplicac¸a˜o destas te´cnicas em roboˆs
com transmisso˜es ﬂex´ıveis ainda esta´ em fase de desenvolvimento de modo a incluir a camada
limite e a compensac¸a˜o do atrito na prova de estabilidade.
3.5 Controle baseado no backstepping
Esta metodologia de controle em cascata consiste em resolver o problema de estabilizar o
sistema (3.3), em cascata com uma cadeia de integradores (Kokotovic, 1991). Nesta sec¸a˜o e´
descrita a metodologia apresentada em (Brogliato et al., 1995).
A estrutra de controle e´ similar a` mostrada na Figura 3.2, com a diferenc¸a de que no
projeto do controlador e´ inclu´ıdo um passo de integrac¸a˜o.
3.5.1 Passo 1
Utiliza-se tambe´m o esquema da passividade (Slotine e Li, 1991), de forma similar a`
primeira metodologia apresentada.
Deseja-se que a malha fechada no subsistema dos elos seja:
M(q1)s˙1 + [C(q1, q˙1) + KD1]s1 = 0 (3.28)
Este subsistema e´ passivo, mais q˜2 = 0. Enta˜o, a malha fechada ﬁca similar a (3.7):
M(q1)s˙1 + [C(q1, q˙1) + KD1]s1 = Kq˜2 (3.29)
onde termo Kq˜2 pode ser considerada uma perturbac¸a˜o.
Adicionando-se um integrador a` entrada deste subsistema, obte´m-se:
˙˜q2 = q˙2 − q˙2d (3.30)
3.5.2 Passo 2
Assume-se que q˙2 = q˙2d e´ a nova entrada de controle. Considera-se a seguinte func¸a˜o de
Lyapunov para o sistema (Brogliato et al., 1995):
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onde VR = 12s
T
1 M(q1)s1 + q˜1
TλT1 KD1q˜1 e´ a func¸a˜o de energia da parcela passiva do roboˆ
(Slotine e Li, 1991).
Derivando V2 em relac¸a˜o ao tempo, obte´m-se:
V˙2 = V˙R + sT1 Kq˜2 + q˜
T
2 [q˙2 − q˙2d] (3.32)
Uma escolha para q˙2 poderia ser (Brogliato et al., 1995):
q˙2 = −Ks1 − q˜2 + q˙2d (3.33)
Substituindo (3.33) em (3.32), e´ cancelado o termo sT1 Kq˜2 e e´ adicionado o termo qua-
dra´tico −q˜T2 q˜2 de modo a garantir a estabilidade assintotica deste subsistema.
O erro de velocidade e´ deﬁnido como sendo:
e2 = q˙2 − e2d (3.34)
e2d = −Ks1 − q˜2 + ˙q2d (3.35)
Observar que e2 e e2d na˜o sa˜o as derivadas de q˜2 e q2d, respectivamente.
Adicionando-se um integrador obte´m-se o seguinte sistema de equac¸o˜es em malha fechada:
M(q1)s˙1 + [C(q1, q˙1) + KD1]s1 = Kq˜2
˙˜q2 = e2 −Ks1 − q˜2
e˙2 = −e˙2d + v
(3.36)
Observar que a u´ltima equac¸a˜o e´ equivalente a q¨2 = v. A presenc¸a do integrador originou
a segunda equac¸a˜o do sistema (3.36).
3.5.3 Passo 3
Determina-se o sinal de controle v para que o sistema (3.36) seja globalmente assintoti-
camente esta´vel. Deﬁne-se ainda a seguinte func¸a˜o de Lyapunov:




V˙3 = V˙R + sT1 Kq˜2 + q˜
T
2 ( ˙˜q2) + e
T
2 e˙2 (3.37)
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Usando (3.36) e v = −e2 + ˙e2d − q˜2:
V˙3 = V˙R − ˙˜q22 − e22 (3.38)
Substituindo v em (3.2) obte´m-se a seguinte lei de controle:
u = K(q2 − q1) + J [ ¨q2d − 2 ˙˜q2 − 2q˜2 −K(s˙1 + s1)] (3.39)
Cabe ressaltar, que o backstepping e´ uma metodologia sistema´tica, pois e´ poss´ıvel obter
diferentes tipos de controladores realizando-se apenas modiﬁcac¸o˜es nos passos do projeto.
3.6 Estrate´gia de controle em cascata com compensac¸a˜o de
atrito
As dinaˆmicas na˜o modeladas tambe´m podem gerar erros de seguimento e de regime.
Nesta tese o estudo das dinaˆmicas na˜o modeladas foi realizado atrave´s da considerac¸a˜o do
atrito presente na estrutura mecaˆnica do roboˆ. Nesta sec¸a˜o, foi introduzido um observador
dos torques de atrito, baseado no modelo LuGre, e adaptou-se a estrate´gia de controle em
cascata, no caso dos paraˆmetros nominais, para incluir a compensac¸a˜o dos torques de atrito.
Para tanto, utilizou-se, com algumas modiﬁcac¸o˜es, o observador proposto por Canudas et al.
(1995).
A Figura 3.3 ilustra o diagrama em blocos do sistema em cascata.
Figura 3.3: Estrutura de controle.
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O projeto do controlador em cascata com compensac¸a˜o de atrito, aplicado ao modelo do
roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis, (3.1) inclui agora uma estimativa para os torques de atrito:
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) + Fˆ = K[q2 − q1]
Jq¨2 + K[q2 − q1] = u
(3.40)
onde Fˆ representa a dinaˆmica do atrito, descrita no Cap´ıtulo 2.
Considerando os coeﬁcientes do atrito, o modelo (3.40) pode ser reescrito como sendo:
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) + σ0z + σ1z˙ + σ2q˙1 = ued + Kq˜2
Jq¨2 + K[q2 − q1] = u
(3.41)
3.6.1 Observador para o torque de atrito
Baseando-se no modelo LuGre para o atrito, Canudas et al. (1995) propo˜em um obser-
vador no qual a forc¸a estimada Fˆ e´ dada por:
Fˆ = σ0zˆ + σ1 ˙ˆz + σ2q˙1 (3.42)
onde zˆ e´ a estimativa do estado interno na˜o observa´vel, e e´ dada por:
˙ˆz = q˙1 − σ0 | q˙1 |
g(q˙1)
zˆ − keq˜ (3.43)
onde ke e´ uma constante positiva escolhida no projeto.
O observador para os torques de atrito pode ser reescrito como sendo (Guenther e Perondi,
2002):
˙ˆz = q˙1 − σ0 | q˙1 |
g(q˙1)
zˆ − keσ0s1 (3.44)
O termo −keσ0s1, constitui uma modiﬁcac¸a˜o do observador proposto em Canudas et al.
(1995) para considerar o erro de posic¸a˜o e velocidade no elo, e na˜o apenas o erro de posic¸a˜o.
Em Canudas et al. (1995) os autores provam que o observador para a forc¸a de atrito em
(3.42) e (3.43), faz com que o erro de posic¸a˜o q˜ convirja assintoticamente para zero se o con-
trolador de posic¸a˜o e´ projetado de forma que a dinaˆmica do erro de posic¸a˜o q˜ interconectada
de forma passiva com o erro da estimativa da deformac¸a˜o de pre´-deslizamento z˜ = z− zˆ, seja
real e estritamente positiva (SPR) (Khalil, 1992).
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3.6.2 Seguimento de trajeto´ria no subsistema dos elos com compensac¸a˜o
do atrito
Incluindo a compensac¸a˜o para o atrito, a lei de seguimento de trajeto´ria no subsistema
dos elos pode ser reescrita como:
ued = Mq¨r1 + C(q1, q˙1) ˙qr1 + G(q1)−KD1s1 + Fˆ (3.45)
onde ued e´ projetado usando a propriedade da passividade dos roboˆs manipuladores; KD1 e´
uma matriz de ganhos deﬁnida positiva; e Fˆ e´ a estimativa do torque de atrito.
A equac¸a˜o (3.45) pode ser reescrita considerando (3.42):
ued = Mq¨r1 + C(q1, q˙1)q˙r1 + G(q1)−KD1s1 + σ0zˆ + σ1 ˙ˆz + σ2q˙1 (3.46)
Assumindo que o torque de atrito e´ dado de acordo com o modelo LuGre, a equac¸a˜o de
erro do subsistema mecaˆnico dos elos torna -se:
Ms˙1 + [C(q1, q˙1) + KD1]s1 + σ0z˜ + σ1 ˙˜z = Kq˜2 (3.47)
onde q˜1 = q1 − q1d, ˙qr1 = ˙q1d − Λ1 q˜1 e s1 = q˙1 − ˙qr1, conforme foi deﬁnido na Sec¸a˜o 3.3.
Cabe destacar que a derivada do erro da deformac¸a˜o de pre´-deslizamento e´ deﬁnida como
sendo:
˙˜z = z˙ − ˙ˆz = −σ0 | q˙1 |
g(q˙1)
z˜ + keσ0s1 (3.48)











onde P1 = 2Λ1KD1, como em Ghorbel e Spong (1990).
A derivada de V1 ao longo do tempo e´:
V˙1 = sT1 M(q1)s˙1 +
1
2
sT1 M˙(q1)s1 + q˜
T




Substituindo Ms˙1 em (3.47) e usando a propriedade da antisimetria de [12M˙ −C], obte´m-
se:
V˙1 = −sT1 [KD1s1 + σ0z˜ + σ1 ˙˜z −Kq˜2] + q˜T1 P1 ˙˜q1 − z˜Tk−1e σ0
| q˙1 |
g(q˙1)
z˜ + zTσ0s1 (3.51)
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Substituindo a deﬁnic¸a˜o de ˙˜z em (3.51):
V˙1 = −sT1 (KD1 + σ1keσ0)s1 + sT1 Kq˜2 + sT1 σ0σ1 |q˙1|g(q˙1) z˜ − z˜Tk−1e σ0
|q˙1|
g(q˙1)
z˜ + q˜T1 P1 ˙˜q1 (3.52)
As expresso˜es de V1 e V˙1 sa˜o utilizadas na ana´lise de estabilidade da malha fechada
resultante da aplicac¸a˜o do algoritmo de controle em cascata.
3.6.3 Controle de trajeto´ria no subsistema dos rotores
A compensac¸a˜o do atrito na˜o altera o equacionamento do controle de seguimento de
trajeto´ria no subsistema dos rotores. Assim, a malha fechada deste subsistema, no caso dos
paraˆmetros conhecidos, continua sendo:
Js˙2 + KD2s2 = 0 (3.53)








V˙2 = −sT2 KD2s2 + q˜T2 P2 ˙˜q2 (3.55)
3.6.4 Ana´lise de estabilidade
A malha fechada formada pela dinaˆmica do roboˆ, o controlador em cascata, e considerando
a compensac¸a˜o dinaˆmica do atrito, e´ formada por: (3.41), (3.44), (3.47), (3.53). Cabe destacar
que, as posic¸o˜es desejadas para os elos, q1d, e suas derivadas ate´ ordem 3, sa˜o consideradas
uniformemente limitadas. No caso ideal em que os paraˆmetros do manipulador sa˜o conhecidos,
a convergeˆncia dos erros de seguimento sa˜o deﬁnidas a seguir.
A estabilidade da malha fechada e´ determinada usando a func¸a˜o deﬁnida positiva:
V = V1 + V2 (3.56)
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A derivada da func¸a˜o energia de todo o sistema ao longo do tempo e´:
V˙ = V˙1 + V˙2




−sT2 KD2s2 + q˜T2 P2 ˙˜q2 + q˜T1 P1 ˙˜q1
(3.59)
Os ganhos KD1, KD2, e ke satisfazem o teorema de Gershgorim (ver anexo A), de forma
a garantir a seguinte relac¸a˜o:





z˜ ≤ −sT1 (KD1 + σ1keσ0)s1 − z˜Tk−1e σ0 |q˙1|g(q˙1) z˜
−sT2 KD2s2 + q˜T1 P1 ˙˜q1 + q˜T2 P2 ˙˜q2
(3.60)
Substituindo as deﬁnic¸o˜es de s1, s2, P1 e P2, obte´m-se:
V˙ ≤ −ΛT1 (KD1 + σ1keσ0)Λ1 || q˜1 ||2 −(KD1 + σ1keσ0) || ˙˜q1 ||2 −ΛT2 KD2Λ2 || q˜2 ||2 −KD2 || ˙˜q2 ||2
−k−1e σ0 |q˙1|g(q˙1) || z˜ ||2≤ 0
(3.61)
Pode-se concluir, analisando a equac¸a˜o (3.61), que V (t) e´ uma func¸a˜o decrescente que
converge a um limite ﬁnito, o qual signiﬁca que V (t) e´ limitada e q˜1, ˙˜q1, q˜2, ˙˜q2, e z˜ sa˜o limitados
em norma. Uma representac¸a˜o matricial de V˙ permite visualizar melhor as propriedades de
convergeˆncia da malha fechada.















ΛT1 (KD1 + σ1keσ0)Λ1 0 0 0 0
0 (KD1 + σ1keσ0) 0 0 0
0 0 ΛT2 KD2Λ2 0 0
0 0 0 KD2 0





As propriedades de convergeˆncia da Equac¸a˜o (3.61) podem ser estabelecidas a partir da
deﬁnic¸a˜o de g(q˙1) como sendo uma func¸a˜o deﬁnida positiva (Canudas e Lischinsky, 1997).
Em particular, o termo −k−1e σ0 |q˙1|g(q˙1) || z˜ ||2 na equac¸a˜o (3.61) converge a 0 quando q˙1 = 0.
Isto signiﬁca que z˜ e´ apenas limitada.
Pore´m, cabe lembrar que o modelo LuGre usado para a compensac¸a˜o dinaˆmica do atrito
deve sofrer pequenas alterac¸o˜es para que possa ser utilizado na compensac¸a˜o de atrito no
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esquema de controle em cascata. Isto ocorre porque nessa estrate´gia se faz necessa´rio deter-
minar a derivada da forc¸a de atrito F para calcular o sinal de controle. Assim, a func¸a˜o | q˙1 |





onde kv e´ uma constante positiva (Guenther e Perondi, 2002). Note que, como a func¸a˜o | q˙1 |,
a func¸a˜o suavizada e´ igual a zero na origem: m(0) = 0.
A diferenc¸a residual e´ deﬁnida como ∆(q1) =| q˙1 | −m(q˙1).
A estabilidade da malha fechada e´ determinada usando a func¸a˜o deﬁnida positiva:
V = V1 + V2 (3.63)
onde V1 e V2 sa˜o func¸o˜es na˜o negativas deﬁnidas, dos subsistemas dos elos e rotores, respec-
tivamente.
A derivada da func¸a˜o de energia modiﬁca-se para considerar a func¸a˜o suavizada | q˙1 |.
A derivada da func¸a˜o energia de todo o sistema ao longo do tempo e´:
V˙ = V˙1 + V˙2




−z˜Tk−1e σ0 m(q˙1)|g(q˙1) z˜ − z˜Tk−1e σ0
∆(q˙1)|
g(q˙1)
z˜ − sT2 KD2s2
(3.64)
Aplicando o teorema de Rayleigh-Ritz (Noble e Daniel, 1977):
V˙ = −λmin(N2)‖ρ‖2 + ‖ρ‖(‖D(ρ)‖) ≤ 0
onde o vetor ρ = [s1 s2 z˜]T .
Considerando que o estado z e´ limitado pode-se estabelecer um limite superior para ‖D‖ ≤
D¯ a condic¸a˜o para que V˙ (t) seja negativa e´ que:
−λmin(N2)‖ρ‖+ D¯ ≤ 0⇒ ‖ρ‖ ≥ D¯λmin(N2)
Se isto acontecer, V˙ (t) e´ negativa e V (t) decresce. Enta˜o a norma do vetor de erros ‖ρ‖
decrece ate´ que:
V˙ ≤ D¯λmin(N2)
Enta˜o V (t) pode tornar-se positiva, consequentemente ‖ρ‖ cresce ate´ que a condic¸a˜o
anterior seja satisfeita tornando V (t) novamente negativa.
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Pode-se concluir que o sistema em malha fechada e´ globalmente esta´vel e os erros (‖ρ‖)
convergem para um conjunto residual que depende dos coeﬁcientes do atrito e dos ganhos
KD1, KD2, e ke do controlador.




KD1 + σ1keσ0 0 − 12σ0σ1 m(q˙1)g(q˙1)
0 KD2 0









z 0 − k−1e σ0 ∆(q˙1)g(q˙1) z]T
3.7 Concluso˜es
O Cap´ıtulo 1 apresenta va´rios esquemas de controle que interpretam o modelo do roboˆ com
transmisso˜es ﬂex´ıveis como sendo composto por subsistemas interconectados. Neste cap´ıtulo,
apresentou-se a aplicac¸a˜o de uma estrate´gia de controle em cascata, no aˆmbito do problema
de seguimento de trajeto´ria, aplicada no modelo do roboˆ que e´ considerado formado por dois
subsistemas interconectados: os subsistemas dos elos e rotores.
No caso ideal, em que todos os paraˆmetros sa˜o conhecidos, o controle em cascata permite
a s´ıntese de controladores simples. Mostrou-se que o sistema em malha fechada e´ globalmente
esta´vel e que os erros de posic¸a˜o e velocidade convergem exponencialmente para zero. Havendo
incertezas nos paraˆmetros, ocorrem erros de seguimento e de regime. A reduc¸a˜o dos erros de
seguimento pode ser realizada mediante o emprego de uma lei adaptativa para o controle no
subsistema dos elos r´ıgidos e de uma lei a estrutura varia´vel para o controle no subsistema
do rotores, como em Guenther (1993).
Em relac¸a˜o a` aplicac¸a˜o da te´cnica do backstepping cabe ressaltar, que a ordem de comple-
xidade das expresso˜es de controle foi similar a` metodologia baseada na passividade, pore´m,
no backstepping a complexidade aumenta caso sejam adicionados outros passos de integrac¸a˜o,
por exemplo, para melhorar o desempenho do roboˆ (Jong e Lee, 1997). Isto provocaria
um considera´vel aumento da complexidade do algoritmo de controle, o que diﬁcultaria sua
implementac¸a˜o pra´tica (Wang e Khorrami, 2000).
O estudo das dinaˆmicas na˜o modeladas foi realizado atrave´s da considerac¸a˜o do atrito
presente na estrutura mecaˆnica do roboˆ. Na tese foi introduzido um observador dos torques
de atrito, baseado no modelo LuGre, e adaptou-se a estrate´gia de controle em cascata para
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incluir a compensac¸a˜o dos torques de atrito. Para tanto, utilizou-se, com algumas modiﬁ-
cac¸o˜es, o observador proposto por Canudas et al. (1995). Foi realizada a prova da estabilidade
para o sistema em malha fechada que resulta da aplicac¸a˜o do controle em cascata sobre o
sistema composto pelos subsistemas dos elos e rotores, conjugado com o observador para os
torques de atrito. No caso em que os paraˆmetros do sistema sa˜o conhecidos e na˜o ha´ forc¸as
externas provou-se que, dependendo dos ganhos do controlador, os erros de seguimento apre-
sentam convergeˆncia para um conjunto residual e a malha fechada e´ globalmente esta´vel. No
Cap´ıtulo 5 sa˜o apresentados os procedimentos adotados para a implementac¸a˜o experimental
dos controladores, bem como a metodologia desenvolvida para a escolha e ajuste dos ganhos.
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Cap´ıtulo 4
Proto´tipo de roboˆ com transmisso˜es
ﬂex´ıveis
Existem diversos proto´tipos de roboˆs constru´ıdos em universidades com ﬁns dida´ticos, que
facilitam o estudo de diversas estruturas mecatroˆnicas. Entre eles encontramos o conhecido
peˆndulo invertido, formado por um ou dois elos, e roboˆs planares parcialmente atuados, entre
outros. Exemplos destes proto´tipos sa˜o Pendubot (Block e Spong, 1995) e o Acrobot (Spong
e Block, 1995).
Na realizac¸a˜o deste trabalho, constatamos a necessidade de construc¸a˜o de um roboˆ
dida´tico que permitisse estudar o efeito das transmisso˜es ﬂex´ıveis. Da mesma forma, o sis-
tema de controle deveria facilitar o estudo detalhado da resposta do controlador e do roboˆ.
Isto foi conseguido usando o sistema dSPACE, como se mostra no Cap´ıtulo 5.
Neste cap´ıtulo e´ descrita a metodologia seguida na identiﬁcac¸a˜o dos paraˆmetros de um
proto´tipo de roboˆ manipulador com dois elos r´ıgidos e duas transmisso˜es ﬂex´ıveis, constru´ıdo
para o estudo da ﬂexibilidade (Ramirez, De Pieri e Kinceler, 2002). O roboˆ projetado sera´
usado na veriﬁcac¸a˜o experimental das leis de controle apresentadas no Cap´ıtulo 3.
4.1 Modelo do Roboˆ
O modelo do roboˆ investigado neste trabalho descreve um manipulador que possui dois
brac¸os r´ıgidos e duas juntas ﬂex´ıveis, ver Figura 4.1. Neste roboˆ, o movimento e´ restrito ao
plano horizontal, de maneira tal que os termos gravitacionais na˜o aparecem nas equac¸o˜es do
movimento, ver Figura 4.2.
Entre cada motor, que possuem rotores com momentos de ine´rcia J1 e J2, e os brac¸os,
com momentos de ine´rcia I1 e I2, foram implementadas transmisso˜es atrave´s de engrenagens
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Figura 4.1: Desenho do roboˆ.
Figura 4.2: Eixos de rotac¸ao˜ do roboˆ.
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com razo˜es de transmissa˜o r1 e r2, e molas de torc¸a˜o, com valores de constantes de mola de
K1 e K2, ver Figura 4.3. O primeiro e o segundo rotor dos motores tem massas m1 e m3,
respectivamente. O segundo motor esta´ posicionado sobre o primeiro elo e esta´ situado a uma
distaˆncia b1 da primeira junta. Os elos tem comprimentos l1 e l2, sendo que o modelo assume
massas distribu´ıdas m2 e m4 para cada brac¸o, respectivamente. O centro de gravidade do
primeiro elo esta´ situado a uma distaˆncia a1 do eixo de rotac¸a˜o, enquanto que o centro de
gravidade do segundo elo esta´ situado a uma distaˆncia a2 do eixo de rotac¸a˜o. O modelo
assume torques de atrito F1 e F2 para cada junta, segundo o modelo LuGre. Os torques u1 e
u2 sa˜o aplicados nos rotores. O conjunto de coordenadas generalizadas q = [qT1 , q
T
2 ] e´ utilizado
para representar a posic¸a˜o dos elos e dos rotores, respectivamente. o proto´tipo desenvolvido
na˜o possui efetuador ﬁnal e, por isso, na˜o sa˜o consideradas a massa e a ine´rcia da carga.
Figura 4.3: Cinema´tica e paraˆmetros do roboˆ.
O comportamento dinaˆmico do roboˆ pode ser descrito atrave´s do seguinte sistema de
equac¸o˜es obtidas utilizando-se as equac¸o˜es de Lagrange:
Mq¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 − K¯[q] + F = 0
Jq¨2 + K¯[q] = u,
(4.1)
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onde qT1 = [q11,q12], q
T
2 = [q21, q22] formam o conjunto de vetores das coordenadas generaliza-
das do sistema (4.1).
A matriz de ine´rcia e´ dada por:
M =

 I1 + I2 + m3b21 + m2a21 + m4(l21 + a22 + 2l1a2 cos(q12)) I2 + m4(a22 + l1a2 cos(q12))





A matriz dos torques centr´ıfugos e de Coriolis resulta:
C(q1, q˙1) =





onde h = −m2l1a2 sin(q12).


























sendo que u1 e u2 sa˜o os torques aplicados nos rotores.
4.1.1 Paraˆmetros do manipulador
Alguns paraˆmetros utilizados nas equac¸o˜es mostradas anteriormente, como as massas e
os comprimentos, foram medidos diretamente atrave´s de instrumentos apropriados. Para a
determinac¸a˜o do erro associado a estas medic¸o˜es foi utilizada a incerteza de medic¸a˜o dos
respectivos instrumentos.
4.1. Modelo do Roboˆ 55
Medic¸o˜es de massas e comprimentos
A medic¸a˜o das massas dos motores e elos deste manipulador, m1,m2,m3 e m4, foi feita
diretamente atrave´s da utilizac¸a˜o de uma balanc¸a digitail. A balanc¸a, fabricada pela Mettler
Toledo, modelo PB5001, tem faixa de operac¸a˜o de 0 a 5 kg, com incerteza de medic¸a˜o ±1g.
Foram efetuados cinco ciclos de medic¸a˜o para cada pec¸a. Os resultados da medic¸a˜o usando
a balanc¸a modelo PB5001 sa˜o apresentados na Tabela 4.1.
Tabela 4.1: Resultado das medic¸o˜es de massa.
Paraˆmetros V alor Erros de medic¸a˜o
m1,m3 0.314 kg ±0.001 kg
m2 3.179 kg ±0.001 kg
m4 0.769 kg ±0.001 kg
Na medic¸a˜o dos comprimentos l1, l2 e b1 foi utilizado um paqu´ımetro com noˆnio de 0, 05
mm, sendo que o erro admiss´ıvel e´ de ±(50 + L/20) mı´crons, onde L e´ o comprimento em
mil´ımetros. Cinco ciclos de medic¸a˜o foram efetuados para cada comprimento, sendo que os
resultados da medic¸a˜o para estas massas sa˜o apresentados na Tabela 4.2.
Tabela 4.2: Resultado das medic¸o˜es de comprimento.
Paraˆmetros V alor Erros de medic¸a˜o
l1 0.320 m ± 66 µm
l2 0.267 m ± 63 µm
b1 0.053 m ± 66 µm
4.1.2 Medic¸o˜es indiretas
As medic¸o˜es dos outros paraˆmetros do manipulador, tais como os centros de gravidade,
os momentos de ine´rcia e as constantes de mola, foram realizados de maneira indireta. Nes-
tes casos, a incerteza da medic¸a˜o combina os erros dos instrumentos utilizados, conforme
Gonc¸alvez (1995). Apresenta-se a seguir, o desenvolvimento utilizado para a determinac¸a˜o
dos paraˆmetros mencionados acima, bem como o me´todo para a determinac¸a˜o das suas res-
pectivas incertezas de medic¸a˜o.
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Medic¸a˜o dos centros de gravidade dos elos
A determinac¸a˜o dos centros de gravidade dos elos do manipulador, a1 e a2, foi realizada
com o aux´ılio de uma balanc¸a de acordo com o experimento mostrado na Figura 4.4. Cada
brac¸o tem um dos lados apoiado em uma balanc¸a, sendo que o outro lado e´ simplesmente
apoiado. Os centros dos eixos de rotac¸a˜o dos elos sa˜o os pontos de apoio.
Figura 4.4: Aparato experimental para a determinac¸a˜o dos centros de gravidade dos brac¸os.
Neste caso esta´tico, a somato´ria dos momentos das forc¸as que agem no brac¸o em relac¸a˜o
ao ponto A, MA, e´ dado pela equac¸a˜o (4.2).
∑
MA = 0⇒ m2ga1 −Rl1 = 0 (4.2)
onde m2 e´ a massa total do primeiro brac¸o e g e´ a acelerac¸a˜o da gravidade, sendo que a forc¸a
R = mb1g e´ determinada medindo-se a massa mb1 na balanc¸a. Da mesma forma, a forc¸a
R = mb2g e´ determinada medindo-se a massa mb2 na balanc¸a, para o segundo brac¸o do roboˆ.
Rearranjando-se a equac¸a˜o (4.2), os centros de gravidade a1 e a2 do primeiro e segundo









O erro associado nesta medic¸a˜o pode ser determinado utilizando-se a combinac¸a˜o de erros
(Gonc¸alves, 1995), levando-se em considerac¸a˜o que a medic¸a˜o das massas na˜o e´ independente.
De acordo com Gonc¸alves (1995), o erro associado a` medic¸a˜o dos centros de gravidade IRa1
e IRa2 do primeiro e segundo elos, respectivamente, sa˜o determinados pelas equac¸o˜es (4.5) e
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onde IRb e IRp e sa˜o as incertezas de medic¸a˜o dos instrumentos utilizados. A letra b repre-
senta a balanc¸a e a letra p representa o paqu´ımetro.
A tabela 4.3 ilustra o resultado da medic¸a˜o dos centros de gravidade.
Tabela 4.3: Resultado das medic¸o˜es dos centros de gravidade.
Paraˆmetros V alor Erros de medic¸a˜o
a1 0.052 m ±0.001 mm
a2 0.064 m ±0.002 mm
Medic¸a˜o dos momentos de ine´rcia dos elos
A determinac¸a˜o dos momentos de ine´rcia dos brac¸os do manipulador em relac¸a˜o ao centro
de gravidade foi realizada de maneira indireta, medindo-se o per´ıodo da oscilac¸a˜o de um
peˆndulo, neste caso, os elos do manipulador, como mostra a Figura 4.5.
Figura 4.5: Aparato experimental para a determinac¸a˜o dos momentos de ine´rcia dos brac¸os.
Os elos do manipulador foram pendurados pelos eixos (ponto A da Figura 4.5), sendo
sujeitos a uma pequena oscilac¸a˜o, onde θ representa o aˆngulo da oscilac¸a˜o. Para este sistema,
conforme Seto (1964), a equac¸a˜o de movimento e´ dada pela equac¸a˜o (4.7).
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JAθ¨ + mgd sin(θ) = 0 (4.7)
onde JA e´ o momento de ine´rcia em relac¸a˜o ao eixo de rotac¸a˜o do peˆndulo; m e´ a massa do
elo em questa˜o; g e´ a acelerac¸a˜o da gravidade e d e´ a distaˆncia do eixo de rotac¸a˜o ao centro
de gravidade. Para pequenas oscilac¸o˜es sin(θ) ≈ θ, e a frequ¨eˆncia natural do peˆndulo pode









onde T e´ o per´ıodo da oscilac¸a˜o.
Rearranjando-se a Equac¸a˜o (4.8), o momento de ine´rcia dos elos do manipulador em






Portanto, medindo-se o per´ıodo de uma oscilac¸a˜o, pode-se determinar JA. Na pra´tica,
mede-se o per´ıodo de dez oscilac¸o˜es, e calcula-se a me´dia. Ale´m disso, aplicando o teorema
de elos paralelos (Seto, 1964), tem-se:
JA = JCG + md2 (4.10)
onde JCG e´ o momento de ine´rcia de cada brac¸o em relac¸a˜o ao centro de gravidade, ou seja,
I1 e I2, respectivamente. Desta forma:
JCG = JA −md2 (4.11)
Os erros associados a esta medic¸a˜o podem ser determinados utilizando-se as combinac¸o˜es










































onde IRb, IRp e IRT sa˜o as incertezas de medic¸a˜o dos instrumentos utilizados. A letra T
representa o cronoˆmetro.
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A Tabela 4.4 ilustra o resultado da medic¸a˜o dos momentos de ine´rcia dos elos do roboˆ.
Tabela 4.4: Resultado das medic¸o˜es dos centros de gravidade
Paraˆmetros V alor Erros de medic¸a˜o
I1 0.024 Kg m2 ±0.005 Kg m2
I2 0.006 Kg m2 ±0.002 Kg m2
Medic¸a˜o das constantes de mola
A determinac¸a˜o dos valores das constantes de mola, que se situam na primeira e segunda
juntas do manipulador tambe´m foi realizada de maneira indireta, auxiliada pela montagem
experimental mostrada na Figura 4.6.
Figura 4.6: Aparato experimental para a determinac¸a˜o das constantes de mola.
Nesta montagem, as molas sa˜o ﬁxadas a uma estrutura r´ıgida, e o outro lado e´ ﬁxado
a um disco com massa mp e momento polar de ine´rcia Jp conhecidos. Os aˆngulos de ro-
tac¸a˜o sa˜o medidos atrave´s de um encoder instalado sobre a massa. Considerando pequenos
deslocamentos angulares, a equac¸a˜o diferencial deste sistema e´ dada pela Equac¸a˜o (4.14):
Jpθ¨ + K[θ] = 0 (4.14)
onde K e´ o valor da constante de mola a ser determinado. Neste sistema, a frequ¨eˆncia natural
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onde T e´ o per´ıodo da oscilac¸a˜o.





Na pra´tica, mede-se o per´ıodo de dez oscilac¸o˜es, e calcula-se a me´dia.






onde r e R sa˜o o raio interno e externo da pec¸a, respectivamente, como ilustra a Figura 4.6.
Para determinar o per´ıodo de oscilac¸a˜o T, um pequeno impulso e´ aplicado ao sistema para
fazer com que o disco oscile, sendo que os aˆngulos de oscilac¸a˜o sa˜o registrados pelo encoder.
O erro associado a esta medic¸a˜o pode ser determinado utilizando-se a combinac¸a˜o de erros,





















onde a letra T representa o cronoˆmetro.


















A Tabela 4.5 ilustra os resultados da medic¸a˜o das constantes de mola e o erro associado
a`s medic¸o˜es.
Tabela 4.5: Resultado das medic¸o˜es das constantes de mola.
Paraˆmetros V alor Erros de medic¸a˜o
K1 6.77 Nm/rad ±0.02 Nm/rad
K2 10.81 Nm/rad ±0.05 Nm/rad
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Resumo dos paraˆmetros do roboˆ
A Tabela 4.6 resume os paraˆmetros nominais obtidos, considerando o modelo descrito
pela Equac¸a˜o (4.1).






J1 0.005 Kg m2
J2 0.005 Kg m2
I1 0.024 Kg m2










A determinac¸a˜o dos coeﬁcientes do atrito na equac¸a˜o do modelo (4.1) merece uma sec¸a˜o
a` parte. O procedimento realizado na identiﬁcac¸a˜o destes paraˆmetros sera´ descrito a seguir.
4.2 Estimativa dos paraˆmetros de atrito
O modelo LuGre baseia-se na medic¸a˜o de uma varia´vel na˜o mensura´vel que representa o
comportamento me´dio dos elementos ela´sticos em contato. Esta deformac¸a˜o, denotada por
z, foi deﬁnida no Cap´ıtulo 2.
A forc¸a de atrito gerada pela reac¸a˜o ao movimento dos elementos ela´sticos em contato e
pelas forc¸as viscosas e´ aproximada por:
F = σ0z + σ1z˙ + σ2v (4.21)
O modelo de LuGre e´ caracterizado pela func¸a˜o g(v) e os paraˆmetros σ0, σ1 e σ2. A
parametrizac¸a˜o da func¸a˜o g(v) leva em conta os atritos seco e viscoso, bem como o efeito de
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Stribeck (ver, por exemplo, Armstrong- He´louvry et al., 1994) e e´ expressa por:




onde Fc, Fs, vs e σ2 sa˜o os paraˆmetros esta´ticos do modelo de atrito, conforme foi deﬁnido no
Cap´ıtulo 2.
Os paraˆmetros esta´ticos do modelo LuGre podem ser estimados atrave´s da construc¸a˜o
de um mapa esta´tico. O mapa esta´tico e´ realizado atrave´s de medic¸o˜es de movimentos com
velocidade constante. O mapa esta´tico levantado no primeiro elo do roboˆ e´ apresentado na
Figura 4.7.
Figura 4.7: Mapa esta´tico de velocidade versus torque de atrito.
O mapa esta´tico foi obtido atrave´s da imposic¸a˜o de trajeto´rias com velocidades de des-
locamento constantes diferentes, medindo-se a velocidade de rotac¸a˜o do elo e medindo-se a
corrente que circula pelo rotor para determinar o torque de atrito. A Figura 4.8 mostra uma
leitura de posic¸a˜o realizada a velocidade constante no primeiro elo.
A Figura 4.9 ilustra a leitura de velocidade de rotac¸a˜o do elo, a qual e´ realizada de forma
indireta atrave´s da derivac¸a˜o nume´rica das leituras de posic¸a˜o realizadas pelo codiﬁcador
angular. Cabe destacar, que a velocidade que se coloca no mapa esta´tico se corresponde com
a media aritme´tica dos valores de velocidade obtidos na sa´ıda do diferenciador, como em
Dupont e Dunlap (1995). Neste caso, a velocidade de rotac¸a˜o do elo e´ de, aproximadamente,
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Figura 4.8: Deslocamento do elo a velocidade constante.
0.5 rad/s.















Figura 4.9: Velocidade do elo.
A Figura 4.10 mostra o torque correspondente a velocidade constante mostrada na Figura
4.9. A relac¸a˜o entre a corrente no motor e o torque resultante e´ dada atrave´s da constante
de torque do motor, que e´ conhecida, e da relac¸a˜o de reduc¸a˜o. Cabe destacar que os valores
analo´gicos da corrente de armadura sa˜o fornecidos pelo servo ampliﬁcador e digitalizados pela
placa dSPACE.
A Figura 4.11 ilustra, atrave´s de um c´ırculo, o ponto correspondente a`s medic¸o˜es mostra-
das nas Figuras 4.8, 4.9 e 4.10 para o primeiro elo.
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Figura 4.10: Torque obtido a velocidade constante.
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Figura 4.11: Mapa esta´tico de velocidade versus torque de atrito.
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O ajuste dos paraˆmetros esta´ticos aos dados experimentais pode ser realizado atrave´s
de te´cnicas na˜o-lineares (Canudas e Lischinsky, 1997), ou por inspec¸a˜o do mapa esta´tico,
conforme foi tratado no Cap´ıtulo 2. Nesta tese, os valores dos paraˆmetros esta´ticos do atrito
foram obtidos usando a func¸a˜o LSQCURVEFIT do Matlab.
O objetivo foi minimizar a seguinte func¸a˜o custo (Canudas, 1999):
min (Fs, Fc, σ2, vs)
∑
[Fss(vi)− Fˆss(vi)]2 (4.23)
onde Fss(vi) sa˜o os valores de atrito medidos durante os movimentos realizados a velocidade
constante e Fˆss(vi) sa˜o os valores estimados. Os valores estimados sa˜o obtidos a partir da
equac¸a˜o do modelo esta´tico de atrito:
Fˆss(vi) = Fˆcsgn(vi) + (Fˆs − Fˆc)e(−
vi
vˆs
)2sgn(vi) + σˆ2vi (4.24)
Os resultados obtidos para o primeiro elo sa˜o mostrados na Tabela 4.7.
Tabela 4.7: Primeiro elo: Coeﬁcientes esta´ticos do modelo LuGre.
Paraˆmetros Fs [Nm] Fc [Nm] vs [rad/s] σ2
q˙11 > 0 0.15 0.09 0.05 0.02
q˙11 < 0 0.13 0.06 0.03 0.01
Os paraˆmetros esta´ticos do modelo LuGre para o segundo elo do manipulador foram
determinados seguindo um procedimento similar ao descrito anteriormente. A Tabela 4.8
mostra os resultados obtidos.
Tabela 4.8: Segundo elo: Coeﬁcientes esta´ticos do modelo LuGre.
Paraˆmetros Fs [Nm] Fc [Nm] vs[rad/s] σ2
q˙12 > 0 0.19 0.15 0.05 0.03
q˙12 < 0 0.17 0.14 0.05 0.03
Os paraˆmetros dinaˆmicos do modelo LuGre σ0 e σ1 devem ser estimados atrave´s de
me´todos de otimizac¸a˜o na˜o lineares. Para determinar os paraˆmetros dinaˆmicos do mode-
lo e´ importante projetar um experimento adequado, de forma a ressaltar os efeitos desses
paraˆmetros. Em particular, os movimentos de adere-desliza, ou stick-slip, e os movimentos
transito´rios produzidos pela inversa˜o de velocidade sa˜o altamente sens´ıveis aos valores de σ.
Desta forma, σ0 e σ1 podem ser obtidos a partir de experimentos em malha aberta, indu-
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zindo movimentos de adere-desliza e invertendo a velocidade. As medic¸o˜es realizadas e os
paraˆmetros esta´ticos do modelo sa˜o usados para minimizar a seguinte func¸a˜o custo:
min (x, xm, σ0, σ1)
∑
[x(k)− xm(k)]2 (4.25)
onde x(k) representa a posic¸a˜o do elo a cada instante de tempo e xm(k) e´ o valor da posic¸a˜o
do elo obtida a partir de integrac¸a˜o nume´rica, seguindo o modelo dado pelas equac¸o˜es (4.26),
(4.27) e (4.28):
Jx¨m = u− Fˆ (4.26)
z˙ = vm − | vm | σˆ0
g(vm)
z (4.27)
Fˆ = σˆ0z + σˆ1z˙ + σ2v (4.28)
onde vm = x˙m; J e´ a soma da ine´rcia do rotor e o elo; xm e´ a posic¸a˜o angular; e u e´ o
torque aplicado no elo. Em cada passo do algoritmo de otimizac¸a˜o e´ chamada uma subrotina
de integrac¸a˜o para computar xm. Cabe destacar que as medic¸o˜es para a determinac¸a˜o dos
paraˆmetros do modelo do atrito foram realizadas a baixas velocidades, de forma a na˜o excitar
a dinaˆmica da transmissa˜o ﬂex´ıvel. Nestas condic¸o˜es, o modelo do roboˆ pode ser aproximado
como sendo r´ıgido, como mostra a equac¸a˜o (4.26). Na operac¸a˜o do roboˆ, no caso de tra-
jeto´rias de velocidade com frequ¨eˆncias pro´ximas a` frequ¨eˆncia natural do sistema, o valor da
componente do atrito dependera´, na pra´tica, do valor da componente do atrito viscoso.
O valor estimado dos paraˆmetros dinaˆmicos no primeiro elo resultou em σ0 = 100, σ1 =
0.1. Os coeﬁcientes dinaˆmicos obtidos para o segundo elo foram σ0 = 150 e σ1 = 0.5.
As Figuras 4.12 e 4.13 mostram os resultados experimentais e de simulac¸a˜o, realizados
em malha aberta, para a determinac¸a˜o dos paraˆmetros dinaˆmicos. Observa-se a boa corres-
pondeˆncia entre os resultados medidos e simulados, como mostra a Figura 4.13.
Do ponto de vista de controle, conforme foi tratado no Cap´ıtulo 3, e´ necessa´rio imple-
mentar o observador do atrito. Na determinac¸a˜o dos coeﬁcientes do observador sa˜o usados
os valores nominais me´dios, como em Canudas (1995), conforme mostra a Tabela 4.9 para
ambos os elos.
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Figura 4.12: Experimento para a determinac¸a˜o dos paraˆmetros dinaˆmicos: torque de controle
em malha aberta.

















Figura 4.13: Experimento para a determinac¸a˜o dos paraˆmetros dinaˆmicos: posic¸a˜o medida e
posic¸a˜o simulada do elo.
Tabela 4.9: Observador de atrito: Coeﬁcientes do modelo LuGre.
Paraˆmetros Fs [Nm] Fc [Nm] vs[rad/s] σ2 σ0 σ1
Primeiro elo 0.18 0.09 0.04 0.01 100 0.1
Segundo elo 0.18 0.14 0.05 0.03 150 0.5
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4.3 Concluso˜es
Neste cap´ıtulo foi descrito um roboˆ dida´tico projetado para o estudo da ﬂexibilidade
nas transmisso˜es e foi descrita uma metodologia para determinar os paraˆmetros do roboˆ
considerando as incertezas parame´tricas e incluindo a determinac¸a˜o dos paraˆmetros do atrito.
O roboˆ projetado e´ utilizado na veriﬁcac¸a˜o experimental das leis de controle apresentadas
no Cap´ıtulo 3. Os resultados de simulac¸o˜es e ensaios experimentais apresentados no Cap´ıtulo
5 mostram que o modelo aqui desenvolvido para o roboˆ e´ adequado para a utilizac¸a˜o no
projeto do controlador em cascata.
Cap´ıtulo 5
Resultados
Neste cap´ıtulo mostram-se os principais resultados experimentais e de simulac¸a˜o obtidos
a partir da aplicac¸a˜o das leis de controle descritas na tese. O cap´ıtulo inicia mostrando
algumas das limitac¸o˜es das te´cnicas de controle cla´ssicas quando aplicadas diretamente em
roboˆs com transmisso˜es ﬂex´ıveis. Depois sa˜o aplicadas as metodologias de controle em cas-
cata, e mostram-se os principais resultados, incluindo a compensac¸a˜o dinaˆmica do atrito. As
simulac¸o˜es apresentadas foram realizadas usando o software Dymola, versa˜o 4.1 (Elmqvist
et al., 1997) e o Matlab, versa˜o 5.3. Cabe destacar que os experimentos sa˜o realizados no
primeiro elo do proto´tipo constru´ıdo. O cap´ıtulo inicia com a descric¸a˜o do experimento.
5.1 Descric¸a˜o do experimento
O sistema ﬂex´ıvel de desenvolvimento dSPACE (Digital Signal Processing and Control
Engineering) permite validar o projeto de controladores sobre um processo real diretamente,
a partir do diagrama de blocos implementado no Simulink/MATLAB. O projeto do contro-
lador e´ compilado e executado em tempo real. A conexa˜o com o roboˆ e´ feita atrave´s de
interfaces de entrada-sa´ıda. O sistema DS1102 e´ baseado na terceira gerac¸a˜o do Processador
Digital de Sinais, ou DSP (Digital Signal Processor) de ponto ﬂutuante projetado pela Texas
Instruments, e acrescida de um conjunto de perife´ricos frequ¨entemente utilizados em sistemas
de controle digital.
Basicamente, o sistema DS1102 e´ formado por um microcontrolador DSP TMS320C31,
quatro conversores de sinais analo´gicos para digitais (ADC), que operam com uma resoluc¸a˜o
de 12 bits, e quatro conversores de sinais digitais para analo´gicos (DAC), de 12 bits. Dois
codiﬁcadores incrementais servem de interface aos sensores o´pticos incrementais. Possui ainda
um conjunto de quatro portas digitais de entrada-sa´ıda de 16 bits.
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5.1.1 Instalac¸a˜o experimental
A bancada experimental utilizada na implementac¸a˜o e testes dos controladores esta´ ins-
talada no LASHIP (Laborato´rio de Automac¸a˜o de Sistemas Hidra´ulicos e Pneuma´ticos) da
UFSC e e´ mostrada na Figura 5.1.
Figura 5.1: Instalac¸a˜o experimental utilizada nos testes de controle do roboˆ com ﬂexibilidade.
O roboˆ e´ interligado ao computador pessoal (PC) atrave´s da placa DSP. A Figura 5.2
ilustra os elementos que formam o sistema de controle entre o roboˆ e a placa DS1102.
Figura 5.2: Principais elementos do sistema de controle.
A seguir sa˜o descritos esses elementos.
• Motor DCM8852 produzido por INLAND. Caracter´ısticas: 1000 RPM, 24 V CC, limite
de corrente de 6 A.
• Codiﬁcador angular HEDS-6010 da Hewlett Packard. Caracter´ısticas: disco com 56
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mm de diaˆmetro, dois canais A e B que operam em quadratura de fase mais o Index.
Possui ainda 1024 linhas que proporcionam uma resoluc¸a˜o de 0.086 graus.
• Servo ampliﬁcador modelo 12A8, produzido pela Advanced Motion Control. A corrente
ma´xima de sa´ıda e´ de 12 A. Tem quatro modos de operac¸a˜o. No modo de operac¸a˜o
tensa˜o-corrente (modo torque) a sa´ıda do ampliﬁcador e´ uma corrente proporcional a`
tensa˜o aplicada na entrada.
5.1.2 Estrutura de Controle
O controle e´ implementado seguindo a estrutura mostrada na Figura 5.3:
Figura 5.3: Estrutura do controlador.
Encoder-elo e Encoder-motor representam os sinais na sa´ıda dos codiﬁcadores incremen-
tais solida´rios ao elo e ao eixo de rotac¸a˜o do motor, respectivamente. Posic¸a˜o-elo e Po-
sic¸a˜o-rotor representam a transformac¸a˜o das leituras disponibilizadas pelos codiﬁcadores in-
crementais, em valores angulares de posic¸a˜o (ver sa´ıda do bloco Encoder Phase Lines Unit).
A trajeto´ria desejada para o brac¸o e´ projetada no bloco Trajeto´ria, enquanto no bloco Erro-
Posic¸a˜o se determina a diferenc¸a entre a posic¸a˜o desejada e a posic¸a˜o atual do elo a cada
instante de tempo. No bloco Controle e´ desenvolvida a estrate´gia de controle. Cabe destacar
que a dinaˆmica do motor CC usado neste trabalho e´ considerada como sendo muito ra´pida,
assim a tensa˜o aplicada no circuito da armadura e´ proporcional a` corrente e, consequ¨en-
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temente, o torque do motor e´ proporcional a` tensa˜o aplicada. Esta relac¸a˜o e´ ajustada no
bloco Saturac¸a˜o. Ainda no bloco Saturac¸a˜o e´ deﬁnida a tensa˜o limite que deve ser aplicada
na entrada do servomotor, que e´ de ± 10V, de modo a evitar que o mesmo se daniﬁque.
Sa´ıda-motor e´ o sinal analo´gico resultante da ac¸a˜o de controle, convertido em tensa˜o no bloco
Saturac¸a˜o. A tensa˜o de controle e´ enviada ao servo ampliﬁcador atrave´s do bloco de conversa˜o
DAC. Cabe destacar que no servo ampliﬁcador foi ajustada a corrente ma´xima do motor. O
per´ıodo de amostragem foi de 1ms, o qual permitiu obter bons resultados, sem sobrecarregar
o processamento da placa dSPACE. A derivada da posic¸a˜o do elo e do rotor foi obtida a partir
de me´todos nume´ricos.
5.1.3 Medic¸a˜o de velocidade
Neste trabalho a medic¸a˜o de velocidade foi realizada inicialmente pela derivac¸a˜o nume´rica
da posic¸a˜o medida pelo encoder, usando o bloco dudt do Simulink. O resultado da derivac¸a˜o
gerou inu´meros ru´ıdos de alta frequ¨eˆncia, como era de esperar. Desta forma, foi usado um
ﬁltro na sa´ıda do bloco derivador. O problema que surgiu enta˜o foi a necessidade de sintonizar
a frequ¨eˆncia do ﬁltro de forma adequada para cada trajeto´ria. Um erro na sintonia do ﬁltro
pode ocasionar que sua dinaˆmica resulte dominante, alterando as propriedades da malha
fechada.
Um bom resultado foi obtido pela implementac¸a˜o de uma modiﬁcac¸a˜o no bloco derivativo
usando a func¸a˜o de transfereˆncia Ts
1+Ts
d
(Carvalho, 2000). T e d devem ser ajustados de modo a
garantir a sintonia do ﬁltro e limitar a amplitude do sinal a` sa´ıda do ﬁltro em alta frequ¨eˆncia,
respectivamente.
Aplicando esta u´ltima forma de derivac¸a˜o a resposta do roboˆ melhorou consideravelmente,
no sentido da reduc¸a˜o dos ru´ıdos gerados pela derivac¸a˜o nume´rica, pore´m foi introduzida uma
defasagem no sinal da velocidade. Atualmente, novos testes esta˜o sendo realizados usando
outras te´cnicas de derivac¸a˜o nume´rica, como em Ogata (1983).
5.2 Limitac¸o˜es das te´cnicas de controle cla´ssicas
Com o objetivo de observar as limitac¸o˜es da aplicac¸a˜o dos controladores cla´ssicos em
roboˆs com transmisso˜es ﬂex´ıveis, foram testados o controlador Proporcional (P), o controlador
Proporcional-Derivativo (PD) e o controlador Proporcional-Integral-Derivativo (PID).
Comec¸aremos pela implementac¸a˜o do controle Proporcional-Integral-Derivativo (PID),
conforme a seguinte equac¸a˜o, que corresponde a` conﬁgurac¸a˜o do PID ideal (Ogata, 1983):
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u = −KP [(q2 − q2d)− Td(q˙2 − q˙2d)− 1/Ti
∫ t
0 (q2 − q2d) dτ ]
onde q2 e´ a posic¸a˜o do rotor e q2d e´ a posic¸a˜o desejada.
Existem diversos me´todos emp´ıricos que podem ser aplicados na sintonia de controladores
PID (Ogata, 1983). Pore´m, a dinaˆmica introduzida pela transmissa˜o ﬂex´ıvel impede o uso
destas te´cnicas de forma direta neste tipo de roboˆs, pois o comportamento do sistema poderia
ﬁcar insta´vel devido a presenc¸a dos modos na˜o colocados. Assim, a sintonia do controlador
PID foi realizada a partir de valores iniciais obtidos nas simulac¸o˜es. Depois, baseado nos
resultados experimentais, foi realizado um ajuste ﬁno dos ganhos. A Tabela 5.1 mostra os
valores obtidos.
Tabela 5.1: Coeﬁcientes da lei de controle PID.
Ganhos KP Ti Td
V alor 100 10 20
Analisa-se a seguir o desempenho do roboˆ quando aplicado o controlador PID, no primeiro
elo, quando aplicada uma trajeto´ria senoidal, conforme mostra a Equac¸a˜o (5.1)
qd = sin(wt) (5.1)
onde w e´ a frequ¨eˆncia em radianos.
Este tipo de sinal de refereˆncia e´ usado por diversos autores, ver por exemplo (Benallegue,
1991). Foi escolhido, pois o mesmo permite garantir a continuidade e derivabilidade da posic¸a˜o
desejada (Spong e Vidyasagar, 1989). Isto e´ deseja´vel no caso do controle em cascata, como
sera´ visto na pro´xima sec¸a˜o.
Os testes iniciais foram realizados a baixas velocidades, em relac¸a˜o a` frequ¨eˆncia natural
do sistema, aplicando o sinal senoidal com frequ¨eˆncia de 0.15 Hz. Nesta situac¸a˜o, o roboˆ pode
ser aproximado como sendo r´ıgido, considerando que a frequ¨eˆncia natural da mola a` sa´ıda
da transmissa˜o e´ de 3 Hz, segundo ana´lise realizada no Cap´ıtulo 2. Desta forma, evita-se um
comportamento insta´vel. A baixas velocidades foi poss´ıvel observar o efeito do atrito.
A ﬁgura 5.4 ilustra a trajeto´ria de posic¸a˜o no primeiro elo do roboˆ quando e´ aplicado o
controle PID.
Observa-se uma boa resposta na posic¸a˜o do elo, pore´m, analisando com maior detalhe
podem ser observados erros de seguimento nos momentos de diminuic¸a˜o da velocidade e na
zona pro´xima a` inversa˜o do movimento do elo. Isto se deve ao atrito na estrutura mecaˆnica do
roboˆ, o qual na˜o pode ser compensado pelo controlador PID, pois o referido torque de atrito
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Figura 5.4: Controle PID: Posic¸a˜o e posic¸a˜o desejada - resultado experimental.
encontra-se depois da mola e o controlador corrige apenas os erros que existem no rotor, ou
seja, antes da transmissa˜o ﬂex´ıvel.
Este resultado era esperado, conforme mostra a simulac¸a˜o realizada na ﬁgura 5.5 usando
o modelo do roboˆ e considerando o modelo de atrito do primeiro elo. Observam-se os erros
devido ao atrito.
Figura 5.5: Controle PID: Posic¸a˜o e posic¸a˜o desejada - resultado de simulac¸a˜o.
As ﬁguras 5.6 e 5.7 ilustram o comportamento do sistema usando o controle PID ao ser
aplicada uma perturbac¸a˜o. A ﬁgura 5.6 mostra a resposta do roboˆ quando foi simulada uma
colisa˜o no primeiro elo. Nesta aplicac¸a˜o, o roboˆ bate com um obsta´culo de forma momentaˆnea.
5.2. Limitac¸o˜es das te´cnicas de controle cla´ssicas 75
Observa-se uma resposta adequada, embora permanec¸am os erros de seguimento obtidos
devido ao atrito.
















Figura 5.6: Controle PID: Colisa˜o - resultado experimental.
O resultado de simulac¸a˜o, mostrado na ﬁgura 5.7, corresponde com o resultado experi-
mental obtido na ﬁgura 5.6. Na simulac¸a˜o foi usado o modelo LuGre para o atrito, tratado
no Cap´ıtulo 4.
Figura 5.7: Controle PID: Colisa˜o - resultado de simulac¸a˜o.
Outra das limitac¸o˜es dos controladores cla´ssicos e´ referente ao fenoˆmeno de adere-desliza,
ou stick-slip, o qual acontece a baixas velocidades devido ao atrito (Dankowicz e Nord-
mark, 2000a). A ﬁgura 5.8 mostra o resultado experimental obtido atrave´s da aplicac¸a˜o do
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controle PID usando, como trajeto´ria desejada, uma rampa a baixa velocidade para observar
o fenoˆmeno, como em Canudas et al. (1995).

















atual   
desejada
Figura 5.8: Controle PID: Fenoˆmeno de adere-desliza - resultado experimental.
Nas Figuras 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8, mostra-se a necessidade da compensac¸a˜o do atrito.
Neste sentido, em uma primeira tentativa testamos o aumento dos ganhos do PID, mas o com-
portamento do elo resultou oscilato´rio. Efetivamente, quando tentamos uma resposta mais
ra´pida do sistema, a resposta de frequ¨eˆncia da malha fechada aumenta, ﬁcando pro´xima da
frequ¨eˆncia natural introduzida pela transmissa˜o ﬂex´ıvel. Quando isto acontece, a resposta do
sistema torna-se insta´vel. Isto evidencia outra desvantagem da aplicac¸a˜o direta das te´cnicas
de controle cla´ssicas neste tipo de roboˆs.
De modo geral, na auseˆncia de perturbac¸o˜es e/ou variac¸o˜es de paraˆmetros a trajeto´ria
do elo converge para a trajeto´ria de refereˆncia, desde que a mesma seja projetada a baixas
velocidades em relac¸a˜o a` frequ¨eˆncia natural do sistema introduzida pela transmissa˜o ﬂex´ıvel.
Pore´m, quando e´ aplicada uma trajeto´ria mais exigente em termos da velocidade, apareceram
os problemas relacionados a` transmissa˜o ﬂex´ıvel.
Na Figura 5.9 mostra-se a trajeto´ria do elo quando a trajeto´ria de posic¸a˜o tem uma
frequ¨eˆncia de 3Hz, que constitui a frequ¨eˆncia natural do sistema. Observa-se a resposta
oscilato´ria do elo. Este foi um resultado esperado, pois o torque de controle aplicado no rotor
atua apenas de forma indireta sobre o elo, atrave´s do acoplamento ela´stico que existe entre o
elo e o rotor. Quanto maior e´ a velocidade da trajeto´ria desejada, maior sera´ o deslocamento
entre o elo e o rotor, e maior e´ a energia absorvida pela mola. Consequ¨entemente, maiores
sera˜o o tempo de acomodac¸a˜o e os erros de posic¸a˜o, podendo chegar a ocorrer o fenoˆmeno de
ressonaˆncia torsional (Spong e Vidyasagar, 1989), conforme ana´lise realizada no Cap´ıtulo 2.
Uma soluc¸a˜o ao problema introduzido pela transmissa˜o ﬂex´ıvel em um roboˆ com apenas
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Figura 5.9: Controle PD a altas velocidades: Posic¸a˜o e posic¸a˜o desejada - resultado de
simulac¸a˜o.
um elo, quando for aplicada algumas das te´cnicas de controle cla´ssicas, poderia ser obtida
utilizando o ﬁltro de Notch (Barrientos et al., 1997). A limitac¸a˜o desta te´cnica aparece quando
o manipulador possui mais de um elo, pois a frequ¨eˆncia do ﬁltro deve enta˜o ser sintonizada
em tempo real em func¸a˜o da ine´rcia dos elos.
5.3 Controle em cascata
Um dos principais resultados em relac¸a˜o a` presenc¸a de transmisso˜es ﬂex´ıveis em roboˆs
manipuladores, consiste no fato de que os controladores cla´ssicos na˜o podem ser aplicados
de forma direta neste tipo de roboˆs, como foi mostrado na sec¸a˜o anterior. Uma soluc¸a˜o para
o controle deste tipo de roboˆs poderia ser a aplicac¸a˜o de uma metodologia de controle em
cascata, que leve em conta a dinaˆmica da transmissa˜o ﬂex´ıvel.
Na metodologia descrita no Cap´ıtulo 3, o torque aplicado na parcela r´ıgida do roboˆ,
considerando o elo r´ıgido e a transmissa˜o ﬂex´ıvel, utiliza o esquema baseado na passividade
(Slotine e Li, 1991). Considerando cada elo de forma independente, o torque ela´stico desejado
e´:
ued = I1q¨r1 −KD1s1 (5.2)
onde I1 e´ a ine´rcia do elo, ued e´ o torque ela´stico desejado, KD1 e´ um ganho positivo de
projeto, e:
q˜1 = q1 − q1d, ˙qr1 = ˙qd1 − Λ1 q˜1, s1 = q˙1 − ˙qr1 (5.3)
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onde Λ1 e´ um escalar positivo, ˙qr1 e´ a velocidade de refereˆncia, e s1 e´ interpretado como o
erro de velocidade do elo.
A posic¸a˜o desejada para o rotor e´:
q2d = K−11 ued + q1 (5.4)
Para o seguimento de trajeto´ria no rotor e´ aplicado o torque de controle:
u = J1v0 + K1(q2 − q1)−KD2 s2 (5.5)
onde v0 e´ uma varia´vel de controle nominal deﬁnida no Cap´ıtulo 3; KD2 e´ um ganho positivo;
e s2 e´ o erro auxiliar, formado por:
s2 = ˙˜q2 + Λ2q˜2 (5.6)
sendo q˜2 = q2 − q2d o erro de posic¸a˜o do rotor e λ2 e´ um escalar positivo. No caso dos
paraˆmetros conhecidos:
v0 = ¨q2d − Λ2 ˙˜q2 = q¨r2 (5.7)
Os ganhos do controlador em cascata foram ajustados de modo a obter uma resposta sem
vibrac¸o˜es no brac¸o e no rotor. O valor inicial dos ganhos foi obtido a partir das simulac¸o˜es
realizadas, devido a` boa relac¸a˜o entre o modelo e os resultados experimentais obtidos. O
ajuste ﬁno foi realizado diretamente na bancada experimental, comec¸ando pelo ajuste dos
ganhos no subsistema do rotor e, posteriormente, no subsistema do elo. A Tabela 5.2 resume
os ganhos do controlador.
Tabela 5.2: Ganhos do controlador.
Ganhos KD1 KD2 Λ1 Λ2
V alor 1.0 1.0 200.0 2.0
Primeiramente, vamos analisar o que acontece se aplicarmos a mesma trajeto´ria da Figura
5.9 com o objetivo de veriﬁcar o comportamento do sistema em malha fechada quando se
aplica o controlador em cascata. O objetivo e´ comparar o resultado com o obtido para o
controlador PD. O leitor deve lembrar que a limitac¸a˜o do PD, nesta aplicac¸a˜o, foi devido a`
resposta de frequ¨eˆncia da malha fechada estar pro´xima da frequ¨eˆncia natural do sistema. O
resultado foi mostrado na ﬁgura 5.10.
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Figura 5.10: Controle em Cascata: Posic¸a˜o e posic¸a˜o desejada - resultado experimental.
Observa-se a resposta adequada do controlador em cascata, mesmo sendo a velocidade da
trajeto´ria igual a` frequ¨eˆncia natural.
Analisaremos a seguir o que acontece a baixas velocidades quando se aplica o controlador
em cascata. Cabe destacar que nos testes experimentais realizados inicialmente a trajeto´ria
desejada e´ uma func¸a˜o senoidal (Equac¸a˜o 5.8):
qd = 0.05sin(wt + π/2) (5.8)
A Figura 5.11 ilustra a trajeto´ria de posic¸a˜o do primeiro elo. Neste teste ainda na˜o foi
realizada a compensac¸a˜o do atrito. Observam-se os erros de seguimento obtidos nos momentos
da inversa˜o do movimento devido ao atrito. Esse resultado foi similar ao obtido usando o
controlador PID a baixas velocidades (ver Figura 5.4).
Para realizar a compensac¸a˜o do atrito, o torque ela´stico projetado no elo e´ modiﬁcado
usando-se a Equac¸a˜o (5.9), conforme foi descrito no Cap´ıtulo 3. Os valores dos paraˆmetros
dos coeﬁcientes do modelo de atrito podem ser encontrados no Cap´ıtulo 4.
ued = Iq¨r1 −KD1s1 + σ0zˆ + σ1 ˙ˆz + σ2q˙1 (5.9)
A estimativa do estado interno na˜o observa´vel e´ dada por:
˙ˆz = q˙1 − σ0 | q˙1 |
g(q˙1)
zˆ − keσ0s1 (5.10)
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Figura 5.11: Controle em Cascata sem compensac¸a˜o do atrito: Posic¸a˜o e posic¸a˜o desejada -
resultado experimental.
Neste trabalho, o valor do ganho ke foi ajustado experimentalmente de modo a obter uma
adequada compensac¸a˜o do atrito, conforme foi descrito no Cap´ıtulo 3. O resultado obtido
para o primeiro elo foi ke = 0.001.
Cabe lembrar que o modelo LuGre usado para a compensac¸a˜o dinaˆmica do atrito deve
sofrer algumas pequenas alterac¸o˜es para que possa ser utilizado para a compensac¸a˜o de atrito
no esquema de controle em cascata. Isto ocorre porque na estrate´gia de controle em cascata
a derivada da forc¸a de atrito F e´ necessa´ria para calcular o sinal de controle. Assim, a func¸a˜o





onde kv e´ uma constante positiva, como em Guenther e Perondi (2002). Neste trabalho kv =
6. Note que, como a func¸a˜o | q˙1 |, a func¸a˜o suavizada e´ igual a zero na origem: m(0) = 0.
A ﬁgura 5.12 ilustra a trajeto´ria de posic¸a˜o do elo quando foi aplicado o controlador
em cascata considerando a compensac¸a˜o do atrito. Observa-se a reduc¸a˜o signiﬁcativa dos
erros de seguimento, tanto nos momentos de diminuic¸a˜o da velocidade, quanto na inversa˜o
do movimento. Este resultado foi melhor que o obtido sem compensac¸a˜o de atrito mostrado
na Figura 5.11.
Ainda foi observado na inversa˜o do movimento que o torque aplicado no elo se deve,
praticamente, ao torque de atrito gerado pelo observador de atrito, como mostra a Figura
5.13. Na ﬁgura mostra-se a relac¸a˜o entre o torque de controle no elo ued e o torque devido a`
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Figura 5.12: Controle em Cascata considerando a compensac¸a˜o do atrito: Posic¸a˜o atual e
posic¸a˜o desejada - resultado experimental.
compensac¸a˜o do atrito Fˆ .















Figura 5.13: Controle em Cascata considerando a compensac¸a˜o do atrito: Torque de controle
e torque devido ao atrito - resultado experimental.
Na ﬁgura 5.14 mostra-se o resultado de simulac¸a˜o. Observa-se a boa correspondeˆncia com
o resultado obtido de forma experimental na ﬁgura 5.13.
A Figura 5.15 permite comparar os erros de seguimento obtidos pela aplicac¸a˜o do con-
trolador em cascata com e sem compensac¸a˜o do atrito. Os erros de seguimento sa˜o maiores
quando na˜o e´ realizada a compensac¸a˜o do atrito.
As Figuras 5.16 e 5.17 mostram, com maior detalhe, a posic¸a˜o do elo e o torque gerado
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Figura 5.14: Controle em Cascata: Posic¸a˜o do elo e torque de atrito - resultado de simulac¸a˜o.














Figura 5.15: Controle em Cascata: Erros de seguimento - resultado experimental
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quando foi compensado o atrito, respectivamente, a baixa velocidade. Observa-se a reduc¸a˜o
signiﬁcativa dos erros de seguimento, tanto nos movimentos do elo a baixa velocidade, quanto
na inversa˜o do movimento. Observa-se ainda a magnitude do torque gerado na inversa˜o do
movimento. Quantizando esses resultados temos que o valor do erro quadra´tico obtido quando
na˜o foi realizada a compensac¸a˜o do atrito foi o dobro do valor erro quadra´tico obtido quando
foi realizada a compensac¸a˜o do atrito.
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Figura 5.16: Controle em Cascata: Posic¸a˜o atual e posic¸a˜o desejada a baixas velocidades -
resultado experimental.




















Figura 5.17: Controle em Cascata: Torque de atrito e posic¸a˜o do elo - resultado experimental.
A Figura 5.18 ilustra aplicac¸a˜o da metodologia de controle baseada na te´cnica do backs-
tepping. Embora o seguimento de trajeto´ria e´ adequado, observa-se que existe um pequeno
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erro na inversa˜o do movimento do elo, devido ao atrito. A metodologia descrita deveria enta˜o
ser modiﬁcada para incluir a dinaˆmica do atrito no projeto do controlador baseado na te´cnica
do backstepping.
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Figura 5.18: Backstepping: Posic¸a˜o do elo - resultado experimental
Foram realizados outros testes usando uma trajeto´ria polinomial, de forma a evidenciar
a dinaˆmica da transmissa˜o ﬂex´ıvel e do atrito. O polinoˆmio gerado foi baseado na equac¸a˜o
(5.12), como em Guenther e Perondi (2002). Cabe destacar que a trajeto´ria de posic¸a˜o
projetada garante continuidade e derivabilidade ate´ ordem 7, o qual e´ um requerimento que
deve ser satisfeito no controle em cascata.
ydp = −6t7 + 21t6 − 25.2t5 + 10.5t4 (5.12)
A trajeto´ria polinomial escolhida tem algumas caracter´ısticas diferentes da trajeto´ria se-
noidal usada nas experieˆncias anteriores. A mesma tem segmentos de velocidade constante,
superiores aos da func¸a˜o seno testada, e tem ainda segmentos de acelerac¸a˜o constante e
inverso˜es do movimento. Assim, se esperam resultados diferentes dos obtidos anteriormente.
A Figura 5.19 ilustra a trajeto´ria de posic¸a˜o do primeiro elo. Observam-se os erros de
seguimento obtidos devido ao atrito, que na˜o esta´ sendo compensado.
Para resolver os problemas observados na Figura 5.19 foi implementada a compensac¸a˜o do
atrito. A ﬁgura 5.20 ilustra a trajeto´ria de posic¸a˜o do elo quando foi aplicado o controlador
em cascata considerando a compensac¸a˜o do atrito. Observa-se que o seguimento de trajeto´ria
foi melhor que o da ﬁgura 5.19.
Neste teste foi observada a diﬁculdade da sintonia dos ganhos do controlador para se obter
uma boa compensac¸a˜o do atrito. Pensamos que poderiam ser obtidos melhores resultados
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Figura 5.19: Controle em Cascata sem compensac¸a˜o de atrito: Posic¸a˜o obtida e posic¸a˜o
desejada - resultado experimental.
Figura 5.20: Controle em Cascata considerando a compensac¸a˜o de atrito: Posic¸a˜o e posic¸a˜o
desejada - resultado experimental.
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considerando a adaptac¸a˜o dos ganhos do observador do atrito, ao inve´s de ganhos ﬁxos, como
em Canudas e Lischinsky (1997).
A Figura 5.21 permite comparar os erros de seguimento obtidos pela aplicac¸a˜o do contro-
lador em cascata com e sem a compensac¸a˜o do atrito. Observa-se que os erros sa˜o inferiores
quando e´ realizada a compensac¸a˜o do atrito.


















Figura 5.21: Controle em Cascata: Erros de seguimento - resultado experimental.
Outro resultado interessante e´ a correspondeˆncia entre as func¸o˜es gv obtidas pelas simu-
lac¸o˜es e experimentos, como mostram as Figuras 5.22 e 5.23.













Figura 5.22: Func¸a˜o gv - resultado experimental.
Na ﬁgura 5.24 mostram-se, de forma simultaˆnea, a func¸a˜o gv e a posic¸a˜o do elo. A partir
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Figura 5.23: Func¸a˜o gv - resultado de simulac¸a˜o.
do resultado obtido, veriﬁcasse a inﬂueˆncia de gv no momento da inversa˜o do movimento,
possibilitando a compensac¸a˜o do atrito nesses instantes. Observa-se que gv e´ sempre positiva.
Foi testada a robustez do controlador em relac¸a˜o a` aplicac¸a˜o de perturbac¸o˜es externas.
A ﬁgura 5.25 mostra o resultado da aplicac¸a˜o de uma colisa˜o no segundo elo. Na colisa˜o, o
elo bate por um instante com um obsta´culo. Observa-se que o sistema recupera a posic¸a˜o
desejada, rejeitando a perturbac¸a˜o aplicada.
Cabe destacar que os experimentos foram realizados em cada elo de forma independente
devido a uma limitac¸a˜o da placa de aquisic¸a˜o de dados que na˜o permitiu a leitura simultaˆnea
dos sinais dos quatro codiﬁcadores angulares que o roboˆ possui, mas de apenas dois. Esta
limitac¸a˜o na˜o reduz a aplicabilidade dos resultados alcanc¸ados.
5.4 Concluso˜es
Neste cap´ıtulo foram apresentados os principais resultados obtidos a partir da aplicac¸a˜o
das te´cnicas de controle descritas na tese em um proto´tipo de roboˆ planar com duas trans-
misso˜es ﬂex´ıveis e dois elos r´ıgidos. Foram observadas as limitac¸o˜es do controle cla´ssico neste
tipo de roboˆ. Isto foi veriﬁcado a partir de testes realizados usando te´cnicas de controle
cla´ssicas: PID e PD. Foi poss´ıvel observar que o desempenho da malha fechada do sistema
controlador-roboˆ, em relac¸a˜o aos erros de seguimento de posic¸a˜o, foi adequado quando foi
aplicada a metodologia de controle em cascata com compensac¸a˜o do atrito. Neste sentido,
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Figura 5.24: Posic¸a˜o do elo e gv - resultado de simulac¸a˜o.

















atual   
desejada
Figura 5.25: Controle em Cascata: Colisa˜o - resultado experimental.
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observou-se a reduc¸a˜o signiﬁcativa dos erros de seguimento quando foi implementada a com-
pensac¸a˜o do atrito usando o modelo LuGre. Ainda foi observado o fenoˆmeno de adere-desliza.
Os resultados de simulac¸a˜o serviram para validar o modelo do roboˆ descrito no Cap´ıtulo 4.





Foi analisado neste trabalho que a presenc¸a de transmisso˜es ﬂex´ıveis e´ um aspecto a
ser considerado no projeto das leis de controle de posic¸a˜o em roboˆs manipuladores, sendo
particularmente importante em roboˆs que operam a altas velocidades e utilizam harmonic
drives, sensores de torques, ou outros elementos ela´sticos entre o rotor e o elo, conforme
foi estudado previamente em (Ramirez, 1998). Nesse tipo de roboˆs, foi mostrado que os
controladores cla´ssicos, como o Proporcional, o Proporcional-Derivativo, e o Proporcional-
Derivativo-Integral, teˆm limitac¸o˜es em relac¸a˜o a` sua aplicac¸a˜o. Isto motivou o surgimento de
diversas te´cnicas de controle, como mostra a revisa˜o bibliogra´ﬁca realizada no Cap´ıtulo 1. O
estudo realizado nesta tema´tica gerou uma publicac¸a˜o (Ramirez e De Pieri, 1998).
Cabe destacar que, quando o roboˆ tem transmisso˜es ﬂex´ıveis, o comportamento da malha
fechada indica que a dinaˆmica da transmissa˜o deve ser considerada no projeto da lei de contro-
le devido a` existeˆncia do chamado modo na˜o colocado. Este modo na˜o colocado surge pois o
torque de controle e´ aplicado nos rotores enquanto a posic¸a˜o do elo e´ medida em outra massa,
separada do rotor, para efeitos de modelagem, atrave´s de uma mola. O modo na˜o colocado,
quando na˜o e´ considerado no projeto da lei de controle, pode deteriorar consideravelmente o
desempenho do roboˆ, chegando a produzir instabilidade, como foi constatado no Cap´ıtulo 2.
Ainda nesse cap´ıtulo mostrou-se que a dinaˆmica da transmissa˜o ﬂex´ıvel diﬁculta a ac¸a˜o de
controle, pois duplica o nu´mero de graus de liberdade do modelo do roboˆ, e o mesmo passa
a ser parcialmente acionado, diﬁcultando o projeto das leis de controle. Isto foi veriﬁcado
atrave´s de simulac¸o˜es (Ramirez et al., 1999), e atrave´s de resultados experimentais (Ramirez,
De Pieri e Guenther, 2000b). Nesses trabalhos foi analisada uma estrate´gia de controle em
cascata e outra baseada na te´cnica do backstepping, apresentando-se resultados teo´ricos, de
simulac¸a˜o e experimentais (Ramirez, De Pieri e Guenther, 2003).
No Cap´ıtulo 2 tambe´m foi tratado o problema do atrito. O modelo de atrito descrito na
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tese (LuGre) permite a integrac¸a˜o direta com os algoritmos de controle. Em particular, o
controlador em cascata apresentado no Cap´ıtulo 3 consiste em um exemplo de aplicac¸a˜o des-
ta metodologia. O estudo realizado na tema´tica do atrito gerou duas publicac¸o˜es (Ramirez,
Vargas e De Pieri, 2000; Ramirez et al., 2001b). Nesses trabalhos foi analisada a importaˆncia
da compensac¸a˜o do atrito em roboˆs industriais atrave´s de resultados de simulac¸a˜o e experi-
mentais.
No Cap´ıtulo 3 apresentou-se a aplicac¸a˜o de uma estrate´gia de controle em cascata, baseada
no trabalho de Guenther (1993). Nesta estrate´gia, o esquema de controle interpreta o modelo
do roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis como sendo o de dois subsistemas: o subsistema dos elos
r´ıgidos e o subsistema dos rotores, interconectados pela dinaˆmica da transmissa˜o ﬂex´ıvel.
Foi analisado o problema de seguimento de trajeto´ria, quando os paraˆmetros do roboˆ sa˜o
conhecidos e na˜o ha´ aplicac¸a˜o de perturbac¸o˜es externas nem forc¸as de atrito. No caso ideal,
em que todos os paraˆmetros sa˜o conhecidos, o controle em cascata permitiu a s´ıntese de um
controlador simples. Mostrou-se que o sistema em malha fechada e´ globalmente esta´vel e que
os erros de posic¸a˜o e velocidade convergem exponencialmente para zero. Isto foi veriﬁcado
atrave´s de simulac¸o˜es e resultados experimentais (Ramirez et al., 2001a). Havendo incertezas
nos paraˆmetros, ocorrem erros de seguimento e de regime. Assim, os erros de posic¸a˜o e
velocidade convergem globalmente para um conjunto residual que depende dos ganhos do
controlador. Nesta tese, a reduc¸a˜o dos erros de seguimento foi realizada mediante o emprego
de uma lei adaptativa para o controle no subsistema dos elos r´ıgidos, e de uma lei a estrutura
varia´vel para o controle no subsistema do rotores.
O estudo das dinaˆmicas na˜o modeladas foi realizado atrave´s da considerac¸a˜o do atrito
presente na estrutura mecaˆnica do roboˆ. Os resultados experimentais e de simulac¸a˜o obti-
dos geraram diversos trabalhos (Ramirez, De Pieri e Guenther, 2000a; Ramirez, De Pieri e
Guenther, 2002). Ainda, no Cap´ıtulo 3, foi introduzido um observador dos torques de atrito,
baseado no modelo Lugre, e adaptou-se a estrate´gia de controle em cascata para incluir a
compensac¸a˜o dos torques de atrito. Para tanto, utilizou-se, com algumas modiﬁcac¸o˜es, o
observador proposto por Canudas et al. (1995), baseado no trabalho de Guenther e Perondi
(2002). Foi realizada a prova da estabilidade para a malha fechada resultante da aplicac¸a˜o do
controle em cascata sobre o sistema composto pelos subsistemas de rotores e elos, conjugado
com o observador para o atrito. No caso em que os paraˆmetros do sistema sa˜o conhecidos
provou-se que, dependendo dos ganhos do controlador, os erros de seguimento apresentam
convergeˆncia assinto´tica para zero e a malha fechada e´ globalmente esta´vel. A estrate´gia de
controle em cascata desenvolvida considerando a compensac¸a˜o dinaˆmica do atrito, usando
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o modelo LuGre, e a prova de estabilidade do sistema em malha fechada em relac¸a˜o a` me-
todologia apresentada, sa˜o resultados ine´ditos no caso de roboˆs com transmisso˜es ﬂex´ıveis.
O estudo realizado nesta tema´tica gerou uma publicac¸a˜o (Ramirez, De Pieri, Guenther e
Rosa´rio, 2003) sendo uma das contribuic¸o˜es mais importantes da tese.
No Cap´ıtulo 4 foi descrito o roboˆ projetado para o estudo da ﬂexibilidade nas transmisso˜es.
Foi descrita uma metodologia para determinar os paraˆmetros do roboˆ, considerando as in-
certezas parame´tricas e os paraˆmetros do modelo do atrito. Os resultados de simulac¸o˜es e
ensaios experimentais apresentados no Cap´ıtulo 5 mostram que o modelo desenvolvido para o
roboˆ e´ adequado para a utilizac¸a˜o no projeto do controlador em cascata proposto no Cap´ıtulo
3. O trabalho de identiﬁcac¸a˜o dos paraˆmetros do roboˆ realizado nesse cap´ıtulo gerou uma
publicac¸a˜o ine´dita em relac¸a˜o ao roboˆ usado na tese (Ramirez, De Pieri e Kinceler, 2002).
No Cap´ıtulo 5 sa˜o apresentados os procedimentos adotados para a implementac¸a˜o experi-
mental dos controladores, bem como a metodologia desenvolvida para a escolha e ajuste dos
seus ganhos. Os resultados experimentais conﬁrmaram a validade da metodologia em cascata
apresentada, considerando a compensac¸a˜o do atrito na estrutura mecaˆnica do roboˆ.
Este trabalho faz parte das pesquisas do Grupo de Robo´tica da UFSC, em particular,
refere-se aos desenvolvimentos realizados no estudo de te´cnicas de controle de roboˆs mani-
puladores com diferentes tipos de acionamentos: ele´tricos, hidra´ulicos e pneuma´ticos. Os
resultados obtidos neste trabalho dizem respeito ao controle de posic¸a˜o de roboˆs manipula-
dores com acionamento ele´trico. As perspectivas para aplicac¸o˜es das te´cnicas desenvolvidas
podem ser divididas em 3 diferentes tipos:
• As estrate´gias de controle podem ser empregadas em roboˆs industriais que apresentam
o fenoˆmeno de ﬂexibilidade e que permitam a inclusa˜o de diferentes estrate´gias de
controle. Neste caso, a arquitetura dos roboˆs deve ser do tipo aberta para permitir
a inclusa˜o das leis de controle desenvolvidas, estando, por tanto, restritas aos roboˆs
industriais constru´ıdos para pesquisa.
• Realizar a extensa˜o das estrate´gias de controle de posic¸a˜o para tratar problemas de con-
trole de forc¸a de roboˆs manipuladores que apresentam ﬂexibilidades nas juntas. Neste
caso abre-se a perspectiva de desenvolvimentos teo´ricos e a construc¸a˜o e instrumentac¸a˜o
de um proto´tipo para testes experimentais.
• Os roboˆs manipuladores com ﬂexibilidades nas juntas e acionamento ele´trico apresen-
tam caracter´ısticas de resposta muito semelhantes aos roboˆs r´ıgidos com acionamento
hidra´ulico e pneuma´tico. Estas caracter´ısticas abrem a possibilidade de adaptar as
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te´cnicas de controle desenvolvidas para controle de roboˆs com diferentes tipos de aci-
onamentos. Em particular, no contexto do Grupo de Robo´tica de UFSC, esta´ sendo
constru´ıdo um proto´tipo de um roboˆ manipulador com acionamento hidra´ulico, onde
diferentes te´cnicas de controle podera˜o ser testadas.
Cabe destacar que durante a fase de desenvolvimento e conclusa˜o deste trabalho, foi dada
eˆnfase aos aspectos de construc¸a˜o e instrumentac¸a˜o do proto´tipo desenvolvido. Os resultados
obtidos no trabalho reﬂetem um esforc¸o de sistematizac¸a˜o visando a` publicac¸a˜o em perio´dicos
internacionais da a´rea.
Em um futuro muito pro´ximo sera´ comum ver os roboˆs auxiliando nas tarefas dome´sticas.
Nesse caso, sera´ importante que desde a fase de projeto dos mesmos seja considerado algum
tipo de ﬂexibilidade, por motivos de seguranc¸a.
Apeˆndice A
Deﬁnic¸o˜es ba´sicas
Neste anexo sa˜o apresentados os lemas utilizados na formulac¸a˜o das leis de controle apre-
sentadas neste trabalho.
A.1 Subsistemas em cascata
O comportamento dinaˆmico do roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis, e´ dado pelo seguinte
sistema de equac¸o˜es simpliﬁcado (Spong e Vidyasagar, 1989):
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) = K[q2 − q1]
J q¨2 + K[q2 − q1] = u,
(A.1)
Uma mudanc¸a adequada de coordenadas pode transformar (A.1) em dois subsistemas
em cascata, com entradas u e q2, respetivamente. Esta mudanc¸a na˜o e´ u´nica (Brogliato
et al., 1995).
A seguinte lei de controle permite decompor em cascata o sistema (A.1) para ﬁns de
controle:
u = J v + K[q2 − q1]
onde v e´ o torque de controle aplicado nos rotores.
Substituindo a expressa˜o de u em (A.1), resulta:
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) = ued + Kq˜2
q¨2 = v,
(A.2)
e q˜2 = q2 − q2d.
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O torque ela´stico aplicado na parcela r´ıgida do roboˆ e´:
ued = K(q2d − q1) (A.3)
O seguinte lema diz respeito a` estabilidade da interconexa˜o em cascata de sistemas esta´veis
quando as soluc¸o˜es (trajeto´rias de estados) sa˜o limitadas.
Lema 1 (Seibert e Suarez, 1987):
Se dois sistemas x˙ = F (x) e y˙ = G(0, y) sa˜o globalmente assinto´ticamente esta´veis, e se
cada soluc¸a˜o do sistema em cascata
x˙ = F (x), y˙ = G(x, y) (A.4)
e´ limitada para todos os tempos futuros, enta˜o, o sistema formado pela interconexa˜o destes
subsistemas e´ tambe´m globalmente assinto´ticamente esta´vel.
A ide´ia geome´trica deste resultado e´ que se a reduc¸a˜o y˙ = G(0, y) do sistema e´ globalmente
esta´vel, enta˜o o sistema em cascata tambe´m o e´, devido a que as soluc¸o˜es de (A.4) na˜o
crescera˜o ilimitadamente.
Cabe ressaltar, a partir deste lema, que devem ser evitados picos de sinais no acoplamento
entre os subsistemas devido a que este fenoˆmeno faz as soluc¸o˜es de (A.4) crescer ilimitada-
mente e a estabilidade global na˜o seria mais garantida (Seibert e Suarez, 1987).
A.2 Lema de Gershgorim
Lema 2 (Lewis e Dawson, 1993):




| aij |, para todo i = 1, ..., n, j = i. (A.5)




Neste anexo se aborda a ide´ia do controle baseado na passividade quando aplicada em
roboˆs manipuladores com transmisso˜es ﬂex´ıveis.
B.1 Propriedade da Passividade
O conceito da passividade generaliza a ide´ia da conservac¸a˜o de energia em sistemas
dinaˆmicos nos quais na˜o e´ gerada poteˆncia internamente. Esta propriedade permite iden-
tiﬁcar (mapear) as varia´veis de entrada e sa´ıda entre as quais na˜o ha´ gerac¸a˜o de poteˆncia.
No modelo do roboˆ r´ıgido, por exemplo, o mapeamento entre o torque (entrada) e a
velocidade nas juntas (sa´ıda) e´ passivo (Slotine e Li, 1991). Nesse modelo a expressa˜o matricial
da propriedade estrutural da passividade e´ dada pela antisimetria da matriz [M˙−2C] (Ortega
e Spong, 1988).
Esta propriedade e´ muito usada em diversos esquemas de controle.
B.2 Controle baseado na passividade
A existeˆncia de um mapeamento passivo entre a entrada e uma sa´ıda a ser controlada tem
sido utilizada na estabilizac¸a˜o de sistemas mecaˆnicos totalmente acionados (Guenther, 1993).
Neste caso e´ poss´ıvel introduzir um dissipador de energia (amortecimento) diretamente em
cada grau de liberdade atrave´s da ac¸a˜o de controle o qual, combinado com um sistema em
que na˜o ha´ gerac¸a˜o interna de energia, permite garantir a diminuic¸a˜o da energia armazenada
no sistema.
Esta motivac¸a˜o f´ısica permite projetar leis de controle que garantam robustez sem a
necessidade do cancelamento de na˜o linearidades (Slotine e Li, 1991).
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B.3 Passividade no modelo do roboˆ com transmissa˜o ﬂex´ıvel
No modelo do roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis esta propriedade na˜o se veriﬁca diretamente.
De fato, a perda da relac¸a˜o de passividade entre a entrada (torque) e a sa´ıda a ser controlada
(seguimento de trajeto´ria dos elos), impossibilita a aplicac¸a˜o direta do esquema da passividade
no modelo do roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis (Guenther, 1993).
O objetivo desta sec¸a˜o e´ descrever esta te´cnica, quando o sistema a ser controlado tem
menos ac¸o˜es de controle que graus de liberdade, como no caso do modelo do roboˆ com
transmisso˜es ﬂex´ıveis.
O comportamento dinaˆmico do roboˆ com transmisso˜es ﬂex´ıveis, e´ dado pelo seguinte
sistema de equac¸o˜es simpliﬁcado (Spong e Vidyasagar, 1989):
M(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + G(q1) = K[q2 − q1]
J q¨2 + K[q2 − q1] = u,
(B.1)
Para maior simplicidade a equac¸a˜o (B.1) pode ser rescrita em uma forma mais compacta:
M¯(q1)q¨ + C¯(q, q˙)q˙ + G¯(q1) + K¯(q) = m (B.2)
onde M¯(q1), e´ a matriz de ine´rcia do sistema, que e´ sime´trica, deﬁnida positiva e limitada







onde M e´ a matriz de ine´rcia do conjunto dos elos; e J e´ a matriz das ine´rcias dos rotores.







onde C e´ determinado como no modelo r´ıgido.







onde G e´ determinado como no modelo r´ıgido.
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sendo que u e´ o torque aplicado nos rotores.
Lema 3 (Brogliato et al., 1995):
O sistema (B.2) deﬁne um operador passivo
∑
: £n2e → £n2e : u→ q˙2, onde £ representa o
espac¸o de Lebesque (Vidyasagar, 1993). Isto signiﬁca que existe β ∈ R, tal que < u | q˙2 > β,
para todo u ∈ £n2e. Ale´m disto, para todo q1, q˙1 ∈ £n2e, o sistema:
M¯ s˙ + (C¯ + KD)s + K¯
∫ t
0
s(τ)dτ = ψ (B.3)




2e → £2n2e : ψ → s.
Por exemplo, existe β ∈ R e α > 0, tal que: < ψ | s > α||s||22 + β para todo v ∈ £2n2e .
Consequentemente, se ψ = 0, temos que s ∈ £2n2e e o sistema e´ passivo.
A prova do lema pode ser encontrada em (Brogliato et al., 1995).
Este lema permite estender o controlador passivo de Slotine e Li (1991) para roboˆs com
transmisso˜es ﬂex´ıveis.
Cabe ressaltar que a extensa˜o na˜o e´ direta, pois o sistema (B.1) tem menos ac¸o˜es de
controle que graus de liberdade, e consequ¨entemente a energia do sistema em malha fechada
na˜o pode ser controlada arbitrariamente. De fato, observa-se que, nesse modelo, a passividade
ocorre entre o torque aplicado no rotor e a velocidade angular dos rotores, enquanto o objetivo
de controle continua sendo o seguimento de trajeto´ria dos elos.




Controle Adaptativo e a Estrutura
Varia´vel
Os sistemas a` estrutura varia´vel sa˜o aqueles cuja estrutura e´ mudada abruptamente de
acordo com uma lo´gica de chaveamento cujo objetivo e´ tornar o sistema insens´ıvel a variac¸o˜es
parame´tricas e na˜o linearidades (Utkin, 1977). Os exemplos mais simples de sistemas a
estrutura varia´vel sa˜o os sistemas a releˆ, nos quais o sinal de controle tem dois valores: ligado
ou desligado. Neste anexo o controle a estrutura varia´vel e´ combinado com a propriedade da
passividade para garantir o seguimento de trajeto´rias em roboˆs com transmisso˜es ﬂex´ıveis. A
metodologia de controle que esta´ sendo proposta ainda esta´ em desenvolvimento para incluir
a compensac¸a˜o do atrito.
C.0.1 Seguimento de trajeto´ria no subsistema dos elos
O seguimento preciso de trajeto´rias pode ser conseguido atrave´s de me´todos adaptativos,
aplicados geralmente aos controladores baseados na passividade do modelo r´ıgido do roboˆ
(Slotine e Li, 1991). Em particular, os algoritmos baseados na passividade do modelo r´ıgido
do roboˆ na˜o necessitam da medic¸a˜o das acelerac¸o˜es para serem implementados, sendo esta a
raza˜o para sua escolha por diversos pesquisadores (Ortega e Spong, 1988). Nesta subsec¸a˜o,
para garantir o seguimento de trajeto´ria no subsistema dos elos, emprega-se uma uma lei
adaptativa baseada na propriedade da passividade do roboˆ manipulador (ver anexo B).
O torque ela´stico desejado e´ redeﬁnido como sendo (Slotine e Li, 1991):
ued = Mˆ q¨r1 + Cˆ(q1, q˙1)q˙r1 + Gˆ(q1)−KD1 s1 (C.1)
onde Mˆ , Cˆ e Gˆ representam, respectivamente, o valor estimado das componentes da matriz
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de ine´rcia dos elos, das forc¸as centr´ıfugas e de Coriolis e dos torques gravitacionais.
A expressa˜o para o torque ela´stico (C.1) pode ser reescrita como sendo:
ued = Y (q1, q˙1, q˙r1, q¨r1)θˆ −KD1 s1 (C.2)
onde Y ∈ Rnxr e´ a matriz regressora; e θˆεRr e´ o vetor de paraˆmetros estimados (Slotine e
Li, 1991).
A lei de adaptac¸a˜o considera o fator de chaveamento para garantir robustez (Ioannou e
Kokotovic, 1984):
˙ˆ
θ = −σs(t)Γθˆ − ΓY T s1 (C.3)
onde Γ = ΓT > 0 e´ o ganho de adaptac¸a˜o, e σs e´ o fator de chaveamento, que pode ser
constante ou varia´vel (Ghorbel e Spong, 1990).
Quando o valor de rigidez das constantes de mola K e´ conhecido, a posic¸a˜o desejada para
os rotores e´ calculada usando-se (3.8) e (C.2), e resulta em:
q2d = K−1Y θˆ −K−1KD1s1 + q1 (C.4)
Substituindo o torque ela´stico (C.1) no modelo em cascata (3.3), obte´m-se a equac¸a˜o do
erro em malha fechada deste subsistema:
M(q1)s˙1 + [C(q1, q˙1) + KD1]s1 = Y θ˜ + Kq˜2 (C.5)
sendo θ˜ = θˆ − θ o erro nos paraˆmetros.











onde P1 = P T1 > 0.
A derivada de V1 em relac¸a˜o ao tempo e´:
V˙1 = sT1 M(q1)s˙1 +
1
2
sT1 M˙(q1)s1 + q˜
T
1 P1 ˙˜q1 − θ˜TΓ−1 ˙˜θ (C.7)
Substituindo M(q1)s˙1 usando (C.5), obte´m-se:
V˙1 = −sT1 C(q1, q˙1)s1− sT1 KD1s1 + sT1 Kq˜2 + sT1 Y θ˜+
1
2
sT1 M˙(q1)s1 + q˜
T
1 P1 ˙˜q1−−θ˜TΓ−1 ˙˜θ (C.8)
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Usando a propriedade da antisimetria de [12M˙ −C] e a lei de adaptac¸a˜o (C.3), obte´m-se:
V˙1 = −sT1 KD1s1 + q˜T1 P1 ˙˜q1 + sT1 Kq˜2 − σsθ˜T θˆ (C.9)
onde o paraˆmetro σs > 0 e´ escolhido para garantir −σsθ˜T θˆ ≤ 0, para ∀t > 0 (Slotine e
Li, 1991).
As expresso˜es de V1 e V˙1 sera˜o utilizadas na demonstrac¸a˜o das propriedades de estabilidade
da malha fechada resultante da aplicac¸a˜o do algoritmo de controle em cascata.
C.0.2 Controle de trajeto´ria no subsistema dos rotores
Uma metodologia que tem se mostrado eﬁciente no controle de sistemas na˜o lineares com
incertezas, e submetidos a perturbac¸o˜es externas, e´ o controle a estrutura varia´vel (Utkin,
1977). O objetivo desta te´cnica e´ fazer com que os estados do sistema controlado deslizem
sobre uma determinada superf´ıcie dentro do espac¸o de estados do sistema. Uma vez que a
trajeto´ria de estados alcanc¸a esta superf´ıcie, mante´m-se nela, deslizando ate´ o equil´ıbrio. No
equil´ıbrio, o sistema controlado adquire as caracter´ısticas da superf´ıcie projetada.
Nesta subsec¸a˜o e´ descrito o projeto de um controlador a estrutura varia´vel para gerar
o torque que devera´ ser aplicado nos rotores para garantir que os elos sigam a trajeto´ria
desejada. O objetivo e´ fazer com que a posic¸a˜o do rotor siga a trajeto´ria q2d, deﬁnida em
(C.4).
O seguimento de trajeto´ria nos rotores e´ realizado atrave´s da seguinte lei de controle a
estrutura varia´vel:
u = Ju0 −m(t) sign(s2) + K[q2 − q1]−KD2s2 (C.10)
onde u0 = q¨2d−Λ2 ˙˜q2 e´ uma lei de controle nominal, K e´ a matriz das constantes de mola, m(t)
e´ uma matriz diagonal cujos elementos sa˜o func¸o˜es de modulac¸a˜o projetadas considerando os
valores limites das incertezas, tal que, s2(t) → 0 e, consequ¨entemente, q˜2 → 0; sign(.) e´ a
func¸a˜o sinal e s2 e´ o erro auxiliar deﬁnido como em (3.15).
Cabe destacar que as constantes de mola sa˜o consideradas conhecidas.
Substituindo (C.10) no subsistema do rotor, que e´ formado pela segunda equac¸a˜o em
(3.1), obte´m-se a seguinte malha fechada:
Js˙2 + KD2s2 = δ −m(t) sign(s2) (C.11)
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onde δ, e´ o vetor de incertezas, determinado a partir das incertezas parame´tricas, das varia´veis
medidas e dos valores nominais.
A func¸a˜o de modulac¸a˜o m(t) e´ projetada como sendo:
m(t) = δ¯(t) + η1
onde δ¯(t) e´ o limite superior instantaˆneo para | δ(t) |; e η1 e´ uma constante positiva.








onde J e´ a matriz de ine´rcia dos rotores; e P2 = P T2 > 0.
A derivada de (C.12) em relac¸a˜o ao tempo e´:
V˙2 = sT2 Js˙2 + q˜
T
2 P2 ˙˜q2 (C.13)
A expressa˜o de V˙2 pode ser reescrita como sendo:
V˙2 = sT2 [δ −m sign(s2)]− sT2 KD2s2 + q˜T2 P2 ˙˜q2 (C.14)
Usando a deﬁnic¸a˜o de m(t) = δ¯(t) + η1, V˙2 resulta:
V˙2 = −η1 || s2 || −KD2 || s2 ||2 +q˜T2 P2 ˙˜q2 (C.15)
As expresso˜es de V2 e V˙2 sa˜o utilizadas na ana´lise de estabilidade da malha fechada
resultante da aplicac¸a˜o do algoritmo de controle em cascata.
C.0.3 Ana´lise de estabilidade
Seja a func¸a˜o na˜o negativa V , dada por:
V = V1 + V2 = 12 [s
T
1 M(q1)s1 + θ˜
TΓ−1θ˜ + sT2 Js2 + q˜T2 P2q˜2] (C.16)
A derivada de V em func¸a˜o do tempo, resulta:
V˙ = −KD1 || s1 ||2 +q˜T1 P1 ˙˜q1 + sT1 Kq˜2 − σsθ˜T θˆ − η1 || s2 || −KD2 || s2 ||2 +P2q˜2 ˙˜q2 (C.17)
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Substituindo as deﬁnic¸o˜es de s1, P1 e P2 na equac¸a˜o (C.17), obte´m-se:
V˙ = −ΛT1 KD1Λ1 || q˜1 ||2 −KD1 || ˙˜q1 ||2 +ΛT1 Kq˜1q˜2 + K ˙˜q1q˜2 − σsθ˜T θˆ − η1 || s2 ||
−ΛT2 KD2Λ2 || q˜2 ||2 −KD2 || ˙˜q2 ||2
(C.18)
Os ganhos KD1 e KD2 satisfazem:
ΛT1 Kq˜1q˜2 + K ˙˜q1q˜2 − η1 || s2 ||≤ −ΛT1 KD1Λ1 || q˜1 ||2 −KD1 || ˙˜q1 ||2 −σsθ˜T θˆ
−ΛT2 KD2Λ2 || q˜2 ||2 −KD2 || ˙˜q2 ||2
(C.19)
Usando o teorema de Gershgorim (ver anexo A), obte´m-se:
V˙ ≤ ΛT1 KD1Λ1 || q˜1 ||2 −KD1 || ˙˜q1 ||2 −ΛT2 KD2Λ2 || q˜2 ||2 −σsθ˜T θˆ−η1 || s2 || −KD2 || ˙˜q2 ||2≤ 0
(C.20)
Pode-se concluir que a malha fechada formada pelas equac¸o˜es (C.5) e (C.11) e´ globalmente
esta´vel.
Cabe destacar que o trabalho teo´rico relativo a` aplicac¸a˜o destas te´cnicas em roboˆs com
transmisso˜es ﬂex´ıveis encontra-se em fase de desenvolvimento, de modo a incluir a camada
limite e a compensac¸a˜o do atrito na prova de estabilidade.
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